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Relationen und Abbildungen



4.1 Relationen
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Binäre Relationen

Eine Teilmenge R des kartesischen Produkts M × N der beiden
Mengen M und N heißt binäre Relation.

Für Elemente x ∈ M und y ∈ N mit (x, y) ∈ R sagen wir: ”x und
y stehen in Relation R“.
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n-äre Relationen

Eine n-äre Relation zwischen den n Mengen M1, . . . , Mn mit n > 1
ist eine Teilmenge des kartesischen Produkts:

R ⊆ M1 × M2 × · · · × Mn.

Eine Relation ist eine Menge von n-Tupeln (x1, · · · , xn) mit
xi ∈ Mi.
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Beispiel

4

3

2

1

c

b

a
�
j

^
j-
j

Abbildung 1: Die Relation R = {(1, a), (1, c), (2, b), (3, b), (3, c), (4, a)}
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Beispiel
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Abbildung 2: Die Relation R = {(a, a), (a, b), (b, a), (b, c), (c, b)}
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Tabellendarstellung
Tabelle 1: Tabellendarstellung der Relation {(1, a), (1, c), (2, b), (3, b),
(3, c), (4, a)}

x ∈ M y ∈ N

1 a

1 c

2 b

3 b

3 c

4 a

Manfred Brill: ”Mathematik für Informatiker“, ISBN 3-446-22802-0 c©2005 Relationen und Abbildungen – 11 –



Tabellendarstellung
Tabelle 2: Tabellendarstellung der Relation {(a, a), (a, b), (b, a), (b, c),
(c, b)}

x ∈ M y ∈ N

a a

a b

b a

b c

c b

Manfred Brill: ”Mathematik für Informatiker“, ISBN 3-446-22802-0 c©2005 Relationen und Abbildungen – 12 –



Matrixdarstellung

{(1, a), (1, c), (2, b), (3, b), (3, c), (4, a)} entspricht der 4 × 3-Matrix















1 0 1

0 1 0

0 1 1

1 0 0
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Matrixdarstellung

{(a, a), (a, b), (b, a), (b, c), (c, b)} entspricht der 3 × 3-Matrix









1 1 0

1 0 1

0 1 0
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Gerichteter Graph

a b c d
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Gerichteter Graph

a b c

Abbildung 3: Die Relation {(a, a), (a, b), (b, a), (b, c), (c, b)} als gerichteter
Graph
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Gerichteter Graph

1 2 3 4

Abbildung 4: Die Relation {(x, y)| x teilt y} ⊂ {1, 2, 3, 4}2 als gerichteter
Graph
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Matrixdarstellung

{(x, y)| x teilt y} auf {1, 2, 3, 4}2:















1 1 1 1

0 1 0 1

0 0 1 0

0 0 0 1
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Komposition von Relationen

Sind R1 ⊆ M1 × M2 und R2 ⊆ M2 × M3 binäre Relationen, dann
ist die Komposition R2 ◦ R1 die Relation auf M1 × M3 mit

R2 ◦ R1 = {(x, z) ∈ M1 × M3 | ∃ y ∈ M2(x, y) ∈ R1 ∧ (y, z) ∈ R2}.
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Komposition
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Abbildung 5: Pfeildiagramm einer Komposition von Relationen
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Binäre Addition

⊕ 0 1

0 0 1

1 1 1
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Binäre Multiplikation

� 0 1

0 0 0

1 0 1
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Komposition

Das Element ci j der binären m × p-Matrix C = A · B ist gegeben
durch

ci j =
n

⊕

k=1

aik � bk j
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Inverse Relation

Ist R ⊆ M × N eine binäre Relation, dann heißt

R−1 = {(y, x) ∈ N × M | (x, y) ∈ R} ⊆ N × M

die zu R inverse Relation.
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Identität

Ist M eine Menge, dann heißt die Relation I = {(x, x)} ⊆ M2

identische Relation oder Identität in M.
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Satz

Für jede binäre Relation auf einer Menge M ist

(R−1)−1 = R.

Für binäre Relationen R1 und R2 auf M gilt

(R2 ◦ R1)
−1 = R−1

1 ◦ R−1
2 .
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4.2 Äquivalenzrelationen
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Partition

Eine Menge von disjunkten Teilmengen K1, . . . , Kn einer Menge
M mit ∀ 1 ≤ i, j ≤ n Ki ∩ K j = ∅ heißt Partition, wenn

n
⋃

i=1

Ki = M

erfüllt ist.

Die Teilmengen Ki heißen Klassen.
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Eine Partition

Dauer der Schadensfreiheit Schadensfreiheitsklasse

länger als 15 Jahre SF15

i Jahre, i = 1, 2, . . . , 14 SFi

bis zu einem Jahr SF0
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Eigenschaften von Relationen

Eine Relation R ⊆ M2 heißt

reflexiv, wenn ∀x ∈ M (x, x) ∈ R erfüllt ist,

symmetrisch, wenn ∀x, y ∈ M (x, y) ∈ R ⇒ (y, x) ∈ R erfüllt
ist, und

transitiv, wenn ∀x, y, z ∈ M (x, y) ∈ R, (y, z) ∈ R ⇒ (x, z) ∈ R
erfüllt ist.
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Symmetrie einer Relation

a b c
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Transitivität einer Relation

ba c
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Aufgabe

Welche Eigenschaften hat diese Relation?

a

b

c

Abbildung 6: Die Relation R1
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Aufgabe

Welche Eigenschaften hat diese Relation?

a

b d

c

Abbildung 7: Die Relation R2
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Äquivalenzrelation

Eine reflexive, symmetrische und transitive Relation R wird
Äquivalenzrelation genannt. Für eine solche Relation wird das
Symbol ∼ verwendet.

Für x ∈ M heißt die Menge

R[x] = {y ∈ M | x ∼ y}

die Äquivalenzklasse von x bezüglich R.
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Satz

Die Äquivalenzklassen R[x], R[y] einer Äquivalenzrelation R auf
einer Menge M sind entweder identisch oder disjunkt.
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Beispiel

a

b

c
e

d

f g

Abbildung 8: Eine Äquivalenzrelation und Partition auf der Menge
{a, b, c, d, e, f , g}
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Satz

Jede Äquivalenzrelation auf einer Menge erzeugt eine Partition;
jede Partition bestimmt eine Äquivalenzrelation.
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4.3 Ordnungsrelationen

o - r - d - e - r
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Eigenschaften

Eine Relation R ⊆ M2 heißt

antisymmetrisch, wenn
∀x, y ∈ M (x, y) ∈ R ∧ (y, x) ∈ R ⇒ x = y, und

total, wenn ∀x, y ∈ M (x, y) ∈ R ∨ (y, x) ∈ R erfüllt ist.
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Teilordnung

Eine reflexive, antisymmetrische und transitive Relation � auf
einer Menge M heißt Teilordnung.

Die Menge mit einer solchen Relation heißt teilgeordnete Menge,
häufig wird dafür (M,�) geschrieben.

Zwei Elemente x, y einer teilgeordneten Menge (M,�) heißen
vergleichbar, wenn entweder x � y oder y � x gilt.

Sonst heißen Sie unvergleichbar.
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Geordnete Mengen

Ist eine Teilordnung total, heißt sie Ordnung.

Die Menge M mit einer Ordnung � wird geordnete Menge oder
Kette genannt.
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Beispiel

-

6

Abbildung 9: Z8 ×Z8; ◦ kennzeichnet die Elemente mit (n, m) ≤ (3, 2)
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Asymmetrie

Eine Relation R ⊆ M2 heißt asymmetrisch, wenn für alle x, y ∈ M
entweder (x, y) ∈ R oder (y, x) ∈ R erfüllt ist.

Eine asymmetrische und transitive Relation heißt strikte
Teilordnung.
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Satz

Ist (M,�) eine teilgeordnete Menge, dann ist die Relation ≺ mit

x ≺ y ⇔ x � y ∧ x 6= y

eine strikte Teilordnung auf M.
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Schranken

Ist (M,�) eine teilgeordnete Menge und A ⊆ M eine Teilmenge.
Ein Element o ∈ M heißt obere Schranke von A, falls

∀x ∈ A x � o

erfüllt ist.

Analog heißt ein Element u ∈ M untere Schranke von A, falls

∀x ∈ A u � x

erfüllt ist.
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Supremum

Eine obere Schranke o heißt Supremum von A, wenn o die kleinste
obere Schranke von A ist.

Ein Supremum ist eine obere Schranke mit

∀y ∈ M, x ∈ A x � y ⇒ o � y.

Manfred Brill: ”Mathematik für Informatiker“, ISBN 3-446-22802-0 c©2005 Relationen und Abbildungen – 47 –



Infimum

Die größte untere Schranke heißt Infimum von A.

Das Infimum einer Teilmenge ist eine untere Schranke u mit

∀y ∈ M, x ∈ A x � y ⇒ u � y.
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Notation

Für Supremum und Infimum einer Teilmenge A wird supA und
infA geschrieben.
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Supremum und Infimum

A
6 6 6 6

untere Schranke

Infimum

obere Schranke

Supremum

Abbildung 10: Supremum und Infimum der Menge A ⊆ R auf dem Zah-
lenstrahl
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Eindeutigkeit

Existieren Suprema und Infima, dann sind sie eindeutig bestimmt.
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Maximum und Minimum

Ist (M,�) eine teilgeordnete Menge. Dann heißt max maximales
Elememt von M, wenn es kein Element x ∈ M gibt mit max � x.

Analog heißt min minimales Element von M falls es kein Element
von M gibt mit x � min.
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Hasse-Diagramm

({1, 2, 3, 4},≤)

4

3

2

1
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Hasse-Diagramm

({1, 2, 3, 4},≤)

4
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Hasse-Diagramm

({1, 2, 3, 4},≤)

4
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Hasse-Diagramm

({1, 2, 3, 4, 6}, |)

3

6

2

4

1
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Hasse-Diagramm

({1, 2, 3, 4, 6}, |)

3

6

2

4

1

Manfred Brill: ”Mathematik für Informatiker“, ISBN 3-446-22802-0 c©2005 Relationen und Abbildungen – 57 –



Hasse-Diagramm

({1, 2, 3, 4, 6}, |)

3

6

2

4
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Hasse-Diagramm

∅

{a, b, c}

{a}

{a, c}

{b}

{b, c}

{c}

{a, b}

Abbildung 11: Das Hasse-Diagramm für (P({a, b, c}),⊆)
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Hasse-Diagramm

2
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Abbildung 12: Das Hasse-Diagramm für ({2, 4, 5, 10, 12, 20, 25}, |)
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Hasse-Diagramm

a

h
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Abbildung 13: Ein Hasse-Diagramm einer teilgeordneten Menge
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Kompatible Ordnungen

Eine Ordnung � auf einer Menge M heißt verträglich oder
kompatibel zur Teilordnung R auf M, wenn

∀x, y ∈ M (x, y) ∈ R ⇒ x � y.
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Softwaremanagement
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Softwaremanagement
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Satz

Jede endliche und nicht-leere teilgeordnete Menge (M,�) hat ein
minimales Element.
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Konstruktion einer
topologischen Sortierung

Schritt 1: Entnehmen Sie der teilgeordneten Menge (M,�) das
minimale Element x1. Setzen Sie k = 1.

Schritt 2: Ist (M \ {x1, . . . , xk},�) 6= ∅, entnehmen Sie das mi-
nimale Element xk+1; sonst stoppen Sie. Führen Sie
Schritt 2 für die Menge (M \ {x1, . . . , xk , xk+1},�)

durch.
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Aufgabe

Bestimmen Sie die topologische Ordnung der teilgeordneten
Menge ({1, 2, 4, 5, 12, 20}, |)!

1

2

4

12 20

5
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Lösung

1

2

4

12 20

5 2

4

12 20

5 2

4

12 20

4

12 20 12 20 12

Minimal:

1 5 2 4 20 12

Abbildung 14: Die topologische Sortierung für die Menge
({1, 2, 4, 5, 12, 20}, |)
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Aufgabe

Bestimmen Sie eine topologische Sortierung!

A C E

B

D
G

F
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Lösung

A C E

B

D
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F
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Lösung

E

D

G
F

D

G

F D

G G
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4.4 Abbildungen und
Funktionen
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Rechtseindeutige Relationen

Eine Relation R heißt rechtseindeutig, wenn für alle x ∈ M und
y1, y2 ∈ N aus (x, y1) ∈ R ∧ (x, y2) ∈ R immer y1 = y2 folgt.
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Abbildungen

Eine rechtseindeutige Relation A ⊆ M × N wird Abbildung
zwischen M und N genannt. Für jedes x ∈ M gibt es höchstens
ein y ∈ N mit (x, y) ∈ A, geschrieben A(x).

Die Teilmenge D(A) = {x ∈ M| ∃y ∈ N A(x) = y} ⊆ M heißt
Definitionsbereich von A, N Wertebereich.

Statt A ⊆ M × N wird die Notation

A : M → N

verwendet.
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Abbildungen

Die Menge R(A) = {y ∈ N | ∃x ∈ M mit A(x) = y} heißt Bild.

Ein x mit A(x) = y wird Urbild von y ∈ N genannt.

Eine Abbildung A ⊆ M × N mit D(A) = M heißt total; im Fall
D(A) 6= M spricht man von einer partiellen Abbildung.
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Funktionen

Eine Abbildung, die als Urbild und als Bild eine Teilmenge der
reellen Zahlen besitzt, wird Funktion genannt.

Die Relation R f = {(x, y) ∈ R2 | y = f (x)} heißt der Graph der
Funktion f .
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Funktionsgraphen

f (x) = x2 mit Definitionsbereich [0; 1]:

-

6

0 1

1
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Funktionsgraphen

f (n) = 2n − 1 mit f : Z → Z:

-

6
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bxc und dxe

bxc = sup{z ∈ Z|z ≤ x}, x ∈ R

dxe = inf{z ∈ Z|x ≤ z}, x ∈ R
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Funktionsgraphen

f (x) = bxc:

-

6

0 1 2 3 4

1
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Funktionsgraphen

f (x) = dxe:

-

6

0−1 1 2 3 4

1
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Funktionsgraphen
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Abbildung 15: Graph der Funktionen f (x) = 3x , ex , 2x und f (x) = ( 1
2 )x
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Funktionsgraphen

-

6

1

2
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Abbildung 16: Graph des natürlichen Logarithmus auf dem Intervall
[0, 7; 3]
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Surjektive Abbildungen

Eine Abbildung f : M → N wird surjektiv genannt, wenn es für
alle y ∈ N ein x ∈ M gibt mit y = f (x).
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Eine surjektive Abbildung
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Abbildung 17: Pfeildiagramm der Funktion {(1, c), (2, b), (3, b), (4, a)}
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Injektive Abbildungen

Eine Relation R ⊆ M × N heißt linkseindeutig, wenn für alle
x1, x2 ∈ M und y ∈ N aus (x1, y) ∈ R ∧ (x2, y) ∈ R immer
x1 = x2 folgt.

Ist eine Abbildung linkseindeutig, heißt sie eineindeutig oder
injektiv.
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Bijektive Abbildungen

Eine surjektive und injektive Abbildung heißt bijektiv.
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Inverse Abbildung

Für eine bijektive Abbildung A : M → N ist die inverse Abbildung
A−1 gegeben durch

y = A(x) ⇔ x = A−1(y).
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Satz

Die Komposition von rechtseindeutigen Relationen ist
rechtseindeutig.
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Satz

Ist A : M → M eine Abbildung, gilt

A ◦ IM = IM ◦ A = A.

Ist A : M → N bijektiv, gilt

A−1 ◦ A = IM, A ◦ A−1 = IN , (A−1)−1 = A.
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4.5 Relationen und
Datenbanken
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Datenbanken

Tabelle 3: Eine Softwarehaus-Relation

MIT ABT PRO PNR

Turing A Basis 000331

Gates W Fenster 007081

Neumann A Basis 081007

Zuse O Basis 070707

Jobs M Fenster 008007
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Datenbanken

Tabelle 4: Eine Projektion

MIT PNR

Turing 000331

Gates 007081

Neumann 081007

Zuse 070707

Jobs 008007
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Datenbanken

Tabelle 5: Das Ergebnis der Restriktion R WHERE PRO = Fenster

MIT ABT PRO PNR

Gates W Fenster 007081

Jobs M Fenster 008007
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Datenbanken
Tabelle 6: Die Relation R1

MIT ABT PNR

Turing A 000331

Gates W 007081

Neumann A 081007

Zuse O 070707

Jobs M 008007

Goldberg X 070012

Aiken O 070808

Blinn G 000815

Phong G 003210
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Datenbanken

Tabelle 7: Die Relation R2

MIT PRO

Turing Basis

Gates Fenster

Neumann Basis

Zuse Basis

Jobs Fenster
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Datenbanken

Tabelle 8: Das Ergebnis von R1 JOIN R2

MIT ABT PRO PNR

Gates W Fenster 007081

Jobs M Fenster 008007

Neumann A Basis 081007

Turing A Basis 000331

Zuse O Basis 070707
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Datenbanken

Tabelle 9: Das Ergebnis von R1 DIVIDEBY R2

MIT PNR

Blinn 000815

Phong 003210
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4.6 Abzählbarkeit und
Berechenbarkeit
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Definition

Eine Menge M wird abzählbar genannt, wenn eine totale und
bijektive Abbildung A : M → N existiert.

Als Symbol für die Kardinalzahl |N| wird ℵ0 (”aleph 0“)
verwendet.
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Satz

Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzählbar.
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Diagonalisierungsschema von Cauchy
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Diagonalisierungsschema von Cauchy
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Überabzählbarkeit

Eine Menge mit unendlich vielen Elementen, die nicht abzählbar
ist, wird überabzählbar genannt.
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Überabzählbarkeit von R

Das Intervall [0; 1] ist überabzählbar.
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Diagonalisierungsschema von Cantor
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Die Funktion p

Die totale Abbildung p : M → {1, 2, . . . , |M|} ⊂ N ordnet jedem
Zeichen x ∈ M die Stelle zu, an der es im Alphabet auftritt.

Für die Menge {A, . . . , Z, a, . . . z} der Groß- und Kleinbuchstaben
gilt dann p(A) = 1, p(Z) = 26, p(z) = 52.
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Die Funktion φ

Für ein beliebiges Wort w = x1x2 . . . xn ∈ M∗ der Länge n wird
die Abbildung φ : M∗ → N definiert mit

φ(w) = φ(x1x2 . . . xn) =
n

∑
i=1

p(xi)(|M|+ 1)i ;

φ(ε) = 0.
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Die Funktion φ

Es gilt immer

φ(x1x2 . . . xn) =
n

∑
i=1

p(xi)(|M|+ 1)i
< (|M| + 1)n+1.
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Satz

Die Abbildung φ ist injektiv.
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Satz

Die Menge aller Algorithmen ist abzählbar.
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Satz

Die Menge der totalen Abbildungen f : M∗ → M∗ ist
überabzählbar.
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Diagonalisierungsschema

f1 f2 f3 f4 f5 f6 . . .

w1 f1(w1) f2(w1) f3(w1) f4(w1) f5(w1) f6(w1) . . .

w2 f1(w2) f2(w2) f3(w2) f4(w2) f5(w2) f6(w2) . . .

w3 f1(w3) f2(w3) f3(w3) f4(w3) f5(w3) f6(w3) . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

w6 f1(w6) f2(w6) f3(w6) f4(w6) f5(w6) f6(w6) . . .

. . .
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Satz

Es gibt eine Funktion f : M∗ → M∗, die nicht durch einen
Algorithmus berechnet werden kann.
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