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3.1 Aussagenlogik
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Was ist eine Aussage?

Eine Aussage ist ein Satz einer menschlichen oder künstlichen
Sprache, dem eindeutig einer der beiden Wahrheitswerte wahr
oder falsch zugeordnet werden kann.
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Negation

Die Negation einer Aussage p bezeichnet die Aussage ”nicht p“, als
Symbol ¬p.

Die Negation ¬p hat den Wahrheitswert falsch, wenn p selbst wahr
ist; ist p falsch, dann ist ¬p wahr.
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Negation

p ¬p

f w

w f
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Konjunktion

Die Verknüpfung der Aussagen p und q durch das logische ”und“
heißt Konjunktion p ∧ q.

Die Konjunktion ist nur dann wahr, wenn p und q beide wahr sind.
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Disjunktion

Die Verknüpfung der Aussagen p und q durch das logische ”oder“
heißt Disjunktion p ∨ q.

Die Disjunktion ist wahr, wenn entweder p oder q wahr ist, oder
wenn beide wahr sind, sonst ist sie falsch.
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Konjunktion

p q p ∧ q

f f f
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Disjunktion

p q p ∨ q

f f f

f w w

w f w

w w w
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Logische Ausdrücke

Logische Variablen und die beiden logischen Konstanten ”w“ und

” f“ sind logische Ausdrücke.

Sind p und q logische Ausdrücke, dann sind auch ¬p, p ∧ q und
p ∨ q logische Ausdrücke.
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Aufgabe

Wie lautet die Wahrheitstafel für r = (p ∨ ¬q) ∧ ¬(p ∨ q)?

p q ¬q (p ∨ ¬q) ¬(p ∨ q) r

f f w w

f w f f

w f w w

w w f w
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Lösung

Tabelle 1: Die Wahrheitstafel des Ausdrucks r = (p ∨ ¬q) ∧ ¬(p ∨ q)

p q ¬q (p ∨ ¬q) ¬(p ∨ q) r

f f w w w w

f w f f f f

w f w w f f

w w f w f f
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Exklusives Oder

p q (p ⊕ q)

f f f

f w w

w f w

w w f
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Die Implikation

Die Verknüpfung der Aussagen p und q durch die logische
Folgerung wenn p, dann q heißt Implikation p ⇒ q.

p heißt Voraussetzung und q Behauptung der Implikation.
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Die Implikation

p q p ⇒ q

f f w

f w w

w f f

w w w

Manfred Brill: ”Mathematik für Informatiker“, ISBN 3-446-22802-0 c©2005 Logik – 15 –



Die Äquivalenz

Die Verknüpfung der Aussagen p und q durch genau dann p, wenn
q heißt Äquivalenz p ⇔ q.
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Die Äquivalenz

p q p ⇔ q

f f w

f w f

w f f

w w w
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Sheffer-Operator

Der logische Operator p | q, der die Negation der Wahrheitstafel
der Konjunktion realisiert heißt Sheffer-Operator oder NAND.
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Sheffer-Operator

p q p | q

f f w

f w w

w f w

w w f
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Peirce-Operator

Der Operator p ↓ q, der die Negation der Wahrheitstafel der
Disjunktion realisiert heißt Peirce-, Nicod-Operator oder NOR.
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Peirce-Operator

p q p ↓ q

f f w

f w f

w f f

w w f
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Bindungsstärken

Die Reihenfolge der verwendeten Bindungsstärken der
eingeführten logischen Operatoren lautet in absteigender
Ordnung

¬, | , ↓,∧,∨,⇒,⇔ .
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Definition

Ein logischer Ausdruck wird Tautologie genannt, wenn sich für
alle Kombinationen der Argumente der Wahrheitswert w ergibt.
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Definition

Ein logischer Ausdruck wird Widerspruch genannt, wenn sich für
alle Kombinationen der Argumente der Wahrheitswert f ergibt.
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Aufgabe

Ist (p ⇒ q) ⇔ (¬q ⇒ ¬p) eine Tautologie?

p q (p ⇒ q) (¬q ⇒ ¬p) (p ⇒ q) ⇔ (¬q ⇒ ¬p)

f f

f w

w f

w w
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Lösung

Tabelle 2: Die Wahrheitstafel für (p ⇒ q) ⇔ (¬q ⇒ ¬p)

p q (p ⇒ q) (¬q ⇒ ¬p) (p ⇒ q) ⇔ (¬q ⇒ ¬p)

f f w w w

f w w w w

w f f f w

w w w w w
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Gleichheit von Ausdrücken

Zwei logische Ausdrücke p und q sind gleich, p = q, wenn sie die
gleichen Wahrheitstafeln besitzen.
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Rechenregeln

¬(¬p) = p,

f ∧ p = f , w ∧ p = p, f ∨ p = p, w ∨ p = w,

p ∨ ¬p = w, p ∧ ¬p = f ,

Kommutativität:
p ∧ q = q ∧ p,

p ∨ q = q ∨ p;
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Rechenregeln

Assoziativität:
(p ∧ q) ∧ r = p ∧ (q ∧ r),

(p ∨ q) ∨ r = p ∨ (q ∨ r);

Distributivität:
p ∧ (q ∨ r) = (p ∧ q) ∨ (p ∧ r),

p ∨ (q ∧ r) = (p ∨ q) ∧ (p ∨ r);
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De Morgan’sche Regeln

¬(p ∧ q) = ¬p ∨ ¬q,

¬(p ∨ q) = ¬p ∧ ¬q.
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Nachweis von ¬¬p = p

Tabelle 3: ¬(¬p) = p

p ¬p ¬(¬p)

f

w
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¬¬p = p

Tabelle 4: ¬(¬p) = p

p ¬p ¬(¬p)

f w f

w f w
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De Morgan’sche Regeln

p q ¬(p ∧ q) ¬p ∨ ¬q ¬(p ∨ q) ¬p ∧ ¬q

f f w w

f w w f

w f w f

w w f f
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De Morgan’sche Regeln

p q ¬(p ∧ q) ¬p ∨ ¬q ¬(p ∨ q) ¬p ∧ ¬q

f f w w w w

f w w w f f

w f w w f f

w w f f f f
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Satz

Jeder logische Ausdruck kann durch einen Ausdruck ersetzt
werden, der nur die Operatoren ¬,∧ und ∨ enthält.
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Satz

Jeder logische Ausdruck kann durch einen Ausdruck ersetzt
werden, der nur den Sheffer-Operator | enthält; dies gilt in
gleicher Weise für den Peirce-Operator ↓.
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3.2 Logische Ausdrücke und
Schaltkreise
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Ein Multiplexer

6s

- m-
-

x0

x1

Abbildung 1: Eine Multiplexer-Schaltung
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Multiplexer-Wahrheitstafel
s x0 x1 m

f f f f

f f w w

f w f f

f w w w

w f f f

w f w f

w w f w

w w w w
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Definition

Ein logischer Ausdruck befindet sich in disjunktiver Normalform,
wenn darin ausschließlich Disjunktionen von Konjunktionen von
Literalen enthalten sind.
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Definition

Ein logischer Ausdruck befindet sich in konjunktiver Normalform,
wenn darin ausschließlich Konjunktionen von Disjunktionen von
Literalen enthalten sind.
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Satz

Für jede Wahrheitstafel existiert ein logischer Ausdruck in
disjunktiver oder konjunktiver Normalform, der den
vorgeschriebenen Wahrheitsverlauf realisiert.

Manfred Brill: ”Mathematik für Informatiker“, ISBN 3-446-22802-0 c©2005 Logik – 42 –



Disjunktive Normalform einer
Wahrheitstabelle

Schritt 1: Bilden Sie für jede der Zeilen der Wahrheitstafel, für
die als Ausgang der Wert w vorgegeben ist, den Min-
term mi durch Konjunktion der Literale. Verwenden
Sie in mi das Literal p, falls der Eingang p in der Zeile
i den Wert w annimmt, und sonst ¬p.

Schritt 2: Bilden Sie den Ausdruck m1 ∨ m2 ∨ · · · ∨ mn.
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Minterme des Multiplexers

s x0 x1 m Minterme

f w w w

f f w w

w w w w

w w f w
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Minterme des Multiplexers

s x0 x1 m Minterme

f w w w ¬s ∧ x0 ∧ x1

f f w w ¬s ∧ ¬x0 ∧ x1

w w w w s ∧ x0 ∧ x1

w w f w s ∧ x0 ∧ ¬x1
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Karnaugh-Diagramme

¬x
x

z ¬z ¬z z

y y ¬y ¬y

Abbildung 2: Drei Eingabevariable
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Karnaugh-Diagramme

¬s
s

x0 ¬x0¬x0 x0

x1 x1 ¬x1¬x1

w w
w w

Abbildung 3: Der Multiplexer
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Vier Eingabevariable

¬x
x

z ¬z ¬z z

y y ¬y ¬y

w
ww w

w

Abbildung 4: Ein Karnaugh-Diagramm mit vier benachbarten w-
Einträgen
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3.3 Prädikate und Quantoren

if (n>0)

Manfred Brill: ”Mathematik für Informatiker“, ISBN 3-446-22802-0 c©2005 Logik – 49 –



Prädikate

Ein Prädikat wird zu einer logischen Aussage, indem alle darin
vorhandenen freien Variablen mit Werten aus einem Grundbereich
G belegt werden.
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Allquantor ∀

Für ein Prädikat p(x) mit Grundbereich G ist ∀x ∈ G p(x),
gesprochen ”Für alle x ∈ G gilt p(x)“, eine logische Aussage.

Die so gebildete Aussage ist wahr, wenn p(x) für jedes x ∈ G
wahr ist.

∀ heißt Allquantor.
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Existenzquantor ∃

Durch den Existenzquantor ∃ wird ∃x ∈ G p(x), gesprochen ”Es
existiert ein x ∈ G, sodass p(x) gilt“, zu einer logischen Aussage.

Diese ist genau dann wahr, wenn es mindestens ein Element
x ∈ G gibt, sodass p(x) wahr ist.
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All- und Existenzquantor

Ausdruck Wahr Falsch

∀x ∈ G p(x) p(x) ist wahr für alle x ∈ G. Es gibt ein x ∈ G,

sodass p(x) falsch ist.

∃x ∈ G p(x) Es gibt ein x ∈ G, p(x) ist falsch für alle x ∈ G.

sodass p(x) wahr ist
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Satz

Die folgenden Implikationen sind Tautologien:

∀x (p(x) ∨ q(x)) ⇒ (∀x p(x)) ∨ (∀x q(x)),

(∃x p(x)) ∧ (∃x q(x)) ⇒ ∃x (p(x) ∧ q(x)).
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Satz

Für die Prädikate p(x) und q(x) gilt:

∀x (p(x) ∧ q(x)) = (∀x p(x)) ∧ (∀x q(x));

∀x (p(x) ∨ q(x)) 6= (∀x p(x)) ∨ (∀x q(x));

∃x (p(x) ∨ q(x)) = (∃x p(x)) ∨ (∃x q(x));

∃x (p(x) ∧ q(x)) 6= (∃x p(x)) ∧ (∃x q(x)).
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Satz

Für ein Prädikat p(x) gilt

¬(∀x p(x)) = ∃x (¬p(x))

und
¬(∃x p(x)) = ∀x (¬p(x)).
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Zwei freie Variable

Wahr Falsch

∀x ∃y p(x, y) Für jedes x gibt es Es gibt ein x, sodass

ein y, sodass p(x, y) p(x, y) falsch ist für jedes y.

wahr ist.

∃x ∀y p(x, y) Es gibt ein x, sodass Für jedes x gibt es

p(x, y) wahr ist ein y, sodass p(x, y) falsch ist.

für jedes y.

Manfred Brill: ”Mathematik für Informatiker“, ISBN 3-446-22802-0 c©2005 Logik – 57 –



Satz

Die Implikation

∀x ∈ Gx ∃y ∈ Gy p(x, y) ⇒ ∀y ∈ Gy ∃x ∈ Gx p(x, y)

ist eine Tautologie.
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3.4 Mathematische Beweise
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Beispielsatz

Wenn die natürliche Zahl n durch 6 teilbar ist, dann ist n auch
durch 3 teilbar.
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Beispielsatz

Wenn die natürliche Zahl n nicht durch 3 teilbar ist, dann ist sie
nicht durch 6 teilbar.
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Beispielsatz

Für alle natürlichen Zahlen n gilt 2n
> n.
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