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2.1 Mengen
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Der Mengenbegriff

Eine Menge M ist jede Zusammenfassung von bestimmten
wohlunterschiedenen Objekten der Anschauung oder des
Denkens, welche die Elemente von M genannt werden, zu einem
Ganzen.

Manfred Brill: ”Mathematik für Informatiker“, ISBN 3-446-22802-0 c©2005 Mengenlehre – 3 –



Mengen und ihre Symbole

Symbol Beschreibung

N die natürlichen Zahlen

Z die ganzen Zahlen

Zn {0, 1, · · · , n − 1}

Q die rationalen Zahlen

R die reellen Zahlen

C die komplexen Zahlen

∅ die leere Menge, die keine Elemente enthält
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Gleichheit von Mengen

Zwei Mengen M1 und M2 sind genau dann gleich, wenn sie die
gleichen Elemente enthalten.
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Teilmenge

Die Menge M1 ist eine Teilmenge der Menge M2, als Symbol
M1 ⊆ M2, wenn jedes Element von M1 auch Element von M2 ist.

M1 ist eine echte Teilmenge von M2, falls M1 ⊆ M2 und M1 6= M2

gilt; dafür schreibt man M1 ⊂ M2.
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Potenzmenge

Die Potenzmenge P(M) einer Menge M ist die Menge aller
Teilmengen von M.

Die leere Menge ∅ ist immer Element einer Potenzmenge!
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Satz

Die Potenzmenge einer endlichen Menge mit n Elementen besitzt
2n Elemente.
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Kardinalzahlen

Die Anzahl der Elemente einer Menge M heißt Kardinalzahl |M|.
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Intervalle

-

0 1 2 3 4 5 6

Abbildung 1: Die Intervalle [1, 5; 2, 5], [3, 5; 4, 5) und (5, 5; 6, 5)
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Venn-Diagramme
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Abbildung 2: Mengen als Venn-Diagramme
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2.2 Mengenoperationen
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Durchschnitt

Die Menge aller Elemente der Mengen M1 und M2, die sowohl in
M1 als auch in M2 liegen, heißt Durchschnitt M1 ∩ M2.

Ist für die Mengen M1 und M2 M1 ∩ M2 = ∅ erfüllt, sind M1 und
M2 disjunkt.
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Durchschnitt
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Abbildung 3: Der Durchschnitt zweier Mengen als Venn-Diagramm
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Vereinigung

Die Menge aller Elemente der Mengen M1 und M2, die entweder
zu M1 oder M2 gehören, heißt Vereinigung M1 ∪ M2.
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Vereinigung
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Abbildung 4: Die Vereinigung zweier Mengen als Venn-Diagramm
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Differenz

Die Menge aller Elemente der Menge M1, die nicht in M2 liegen,
heißt Differenz M1 \ M2.

Wenn M2 eine Teilmenge von M1 ist, wird die Differenz M1 \ M2

auch Komplement von M2 in M1 genannt, geschrieben als Mc
2.
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Abbildung 5: Die Differenz von M1 \ M2
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Komplement
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Abbildung 6: Das Komplement Mc
2
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Kartesisches Produkt

Für zwei Mengen M1 und M2 heißt die Menge aller geordneten
Paare (x, y) mit x ∈ M1 und y ∈ M2 das kartesische Produkt

M1 × M2 = {(x, y) | x ∈ M1, y ∈ M2}.
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Kartesisches Produkt
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Abbildung 7: [1; 2] × [1; 3]
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Kartesisches Produkt
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Abbildung 8: Z8 ×Z8
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M∗

Die Menge M∗ der endlichen Folgen über einer Menge M ist gegeben
als Menge aller geordneten n-Tupel für alle n ∈ N:

M∗ = M0 ∪ M1 ∪ M2 ∪ M3 . . . =
⋃

n≥0
Mn.
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Rechenregeln

Für eine Menge M und S ⊆ M gelten die folgenden Rechenregeln:

M ∪ M = M, M ∩ M = M, M ∪ ∅ = M, M ∩ ∅ = ∅.

S ∪ M = M, S ∩ M = S, S ∪ Sc = M, S ∩ Sc = ∅, (Sc)c = S.
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Rechenregeln

Für die Mengen M1, M2 und M2 gilt:

Kommutativität:
M1 ∪ M2 = M2 ∪ M1,

M1 ∩ M2 = M2 ∩ M1;

Assoziativität:
(M1 ∪ M2) ∪ M3 = M1 ∪ (M2 ∪ M3),

(M1 ∩ M2) ∩ M3 = M1 ∩ (M2 ∩ M3);

Distributivität:
M1 ∪ (M2 ∩ M3) = (M1 ∪ M2) ∩ (M1 ∪ M3),

M1 ∩ (M2 ∪ M3) = (M1 ∩ M2) ∪ (M1 ∩ M3).
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Distributivgesetz

M1 ∩ (M2 ∪ M3) = (M1 ∩ M2) ∪ (M1 ∩ M3)
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Rechenregeln

Für eine Menge M und Teilmengen S, T, V ⊆ M gilt:

S \ T = S ∩ Tc, M \ Sc = S, S \ ∅ = S, S \ S = ∅;

(S \ T) \ V = S \ (T ∪ V), S \ (T \ V) = (S \ T) ∪ (S ∩ V),

(S ∪ T) \ V = (S \ V) ∪ (T \ V),

(S ∩ T) \ V = (S \ V) ∩ (T \ V).
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De Morgan’sche Regeln

Sind S, T Teilmengen einer Menge M, dann gelten die De
Morgan’schen Regeln für Mengen:

(S ∪ T)c = Sc ∩ Tc, und

(S ∩ T)c = Sc ∪ Tc.
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De Morgan’sche Regeln
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Abbildung 9: Die De Morgan’schen Regeln; (S ∪ T)c ist grau hinterlegt.
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2.3 Permutationen und
Kombinationen
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Satz

Sind M und N endliche Mengen, dann gilt

|M ∪ N| = |M| + |N| − |M ∩ N|.
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Satz

Für die Mächtigkeit des kartesisches Produkts zweier endlicher
Mengen M und N gilt

|M × N| = |M| · |N|.
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Permutationen

Eine k-Permutation der Elemente der Menge M mit n Elementen
ist ein geordnetes k-Tupel {x1, x2, . . . , xk} verschiedener Elemente
von M.
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Satz

Die Anzahl P(n, k) der k-Permutationen aus n Elementen ist
gegeben durch

P(n, k) = n(n − 1) · . . . · (n − k + 1) =
k−1

∏
i=0

(n − i).
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Satz

Für 1 ≤ k ≤ n gilt

P(n, k) =
n!

(n − k)!
.
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Satz

Die Anzahl der k-Permutationen mit Wiederholung einer Menge M
mit n Elementen beträgt nk für jedes k ≥ 1.
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Permutationen mit
Wiederholung

Eine k-Kombination ohne Wiederholung einer Menge M mit n
Elementen ist eine Teilmenge mit k Elementen.
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Satz

Die Anzahl der k-Kombinationen C(n, k) einer Menge M mit n
Elementen ist für 1 ≤ k ≤ n gegeben durch

C(n, k) =

(

n
k

)

=
n!

k!(n − k)!
=

n(n − 1) · . . . · (n − k + 1)

k!
.
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Satz

Die Anzahl der k-Kombinationen mit Wiederholung einer Menge
M mit n Elementen ist

(n+k−1
k ) =

n(n + 1) · . . . · (n + k − 1)

k!
.
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Pascal’sches Dreieck
n (n

0) (n
1) (n

2) (n
3) (n

4) (n
5) (n

6) (n
7) (n

8)

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 0 0 0 0

2 1 2 1 0 0 0 0 0 0

3 1 3 3 1 0 0 0 0 0

4 1 4 6 4 1 0 0 0 0

5 1 5 10 10 5 1 0 0 0

6 1 6 15 20 15 6 1 0 0

7 1 7 21 35 35 21 7 1 0

8 1 8 28 56 70 56 28 8 1
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Satz

Für die Binomialkoeffizienten gilt die Symmetrieeigenschaft

(n
k) = ( n

n−k)

und die Additionseigenschaft

(n
k) = (n−1

k ) + (n−1
k−1).

Manfred Brill: ”Mathematik für Informatiker“, ISBN 3-446-22802-0 c©2005 Mengenlehre – 41 –



Satz

Für die Spaltensumme im Pascal’schen Dreieck gilt

n

∑
i=0

(

i
k

)

=

(

n + 1
k + 1

)

, n, k ≥ 0.
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Satz

Für reelle Zahlen a, b und eine natürliche Zahl n gilt die binomische
Formel

(a + b)n =
n

∑
k=0

(

n
k

)

an−kbk .
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Satz

Für natürliche Zahlen r, s und n gilt die Vandermond’sche Gleichung

n

∑
k=0

(

r
k

)(

s
n − k

)

=

(

r + s
n

)

.
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2.4 Das Inklusions -
Exklusions - Prinzip
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Satz
Sind A1, . . . , An Teilmengen der endlichen Menge M, dann ist
|
⋃n

i=1 Ai| gegeben durch

n

∑
i=1

|Ai| − ∑
1≤i< j≤n

|Ai ∩ A j|

+ ∑
1≤i< j<k≤n

|Ai ∩ A j ∩ Ak|

− · · · + (−1)n−1|
n
⋂

i=1

Ai|.
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Satz

Hängen die Mächtigkeiten der Schnitte im letzten Satz nicht von
den Indices ab, dann gilt

|
n
⋃

i=1

Ai| =
n

∑
k=1

(−1)k
(

n
k

)

Nk .
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Derangements

Tabelle 1: Derangements

D1 D2 D3 D4 D5 D6 D7 D8 D9 D10

0 1 2 9 44 265 1 854 14 833 133 496 1 334 961
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