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2. Auflage

Folien zum Kapitel 12
Folgen und Reihen



12.1 Folgen und ihre
Eigenschaften
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Definition

Ist M eine Menge, dann heifst eine Abbildung f : N — M Folge.

Fiir die Bilder der Folge wird statt f(n) die Notation 4,
verwendet; a,, heifst Folgeglied.
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Arithmetische Folge

Gibt es fiir eine Folge (a,) eine Zahl d € R mit
VneNd=a,.1—ay,

dann nennen wir (a,, ) arithmetische Folge.
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Geometrische Folge

Gibt es fiir eine Folge (a,) eine Zahl g € R mit

a
VneNg= ZH,
n

dann nennen wir (a, ) geometrische Folge.
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Definition

Eine Folge ist rekursiv gegeben, falls 4,11 durch Verkniipfung der
Folgeglieder a; bis a,, definiert wird.
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Definition

Eine Folge (a;,) ist monoton wachsend fuir
VneNa, <a,..

Gilt fiir kein n € N das Gleichheitszeichen, dann heifst die Folge
streng monoton wachsend.
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Definition

Eine Folge (ay,) ist monoton fallend fiir

VneNa, >a,.1.

Gilt fiir kein n € N das Gleichheitszeichen, dann heifst die Folge
streng monoton fallend.
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Definition

Eine Folge (a,, ) ist nach oben beschrinkt, tiir

Vne NdBe R a, < B.

(ay,) ist nach unten beschrinkt fiir

VneNdaeR a, > A.

Eine nach unten und nach oben beschrankte Folge heifst
beschrinkt, A und B sind Schranken.
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Z.ahlenstrahl
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Kartesische Darstellung

\ A

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005 Folgen und Reihen

13



12.2 Konvergenz von Folgen
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Definition

Ist xg € R eine reelle Zahl und ¢ > 0 eine beliebige positive reelle
Zahl, dann wird das Intervall

Ue(xo) = {x € R|[x —xo| < ¢}

e-Umgebung von xy genannt.
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e-Umgebung

Eine e-Umgebung der Zahl 1 mit ¢ = 0, 5 auf dem Zahlenstrahl:
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e-Umgebung

Eine e-Umgebung der Zahl 1 mit e = 0, 5:

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005

Folgen und Reihen

- 17 -



e-Umgebungen und Folgen

Abbildung 1: Die Zahlenfolge (—1)" I und U, (0) mite = 0,3
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Definition

Eine reelle Zahlenfolge (a,) heif$t konvergent, wenn es ein a € R
gibt, sodass

Ve >0 dN(¢) e N Vn > N(e¢) a, € Us(a).

Eine solche Zahl a heifst Grenzwert oder Limes der Folge (a,,) fiir n
gegen Unendlich; geschrieben

a—= lim a,.
n—aoo
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Definition

Eine Folge, die gegen a = 0 konvergiert, heifst Nullfolge.

Eine Folge, die nicht konvergiert, heifst divergent.
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Satz

Eine konvergente Folge hat einen eindeutig bestimmten
Grenzwert.

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005 Folgen und Reihen

- 21 -



Satz

Eine konvergente Folge ist beschrankt.
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Limessatze

Sind (a;,) und (b, ) konvergente Folgen, dann sind Summe,
Differenz, Produkt und Quotient (fiir lim b, # 0) konvergent:

n—oo n—aoo n—oo n—aoo n—aoo n—oo
: ET : : An\ limy, o0 an
g (anbn) = (ling, en) (g, bo). (5 = Gy oo B
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Der Sandwichsatz

Sind (a;,) und (b, ) konvergente Zahlenfolgen mit einem
gemeinsamen Grenzwert ¢ € R und ist (¢, ) eine Zahlenfolge mit
VneNa, <c, <by, dann gilt

Iim ¢, = o.
n—ao0 n g
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Der Sandwichsatz

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ">
Abbildung 2: Die Folgen a,, = %, by =0 (e)und ¢, = Z—r'l (*)
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Definition

Eine reelle Zahlenfolge (a,) heifst Cauchy-Folge, wenn

Ve >0 dN(e) € N Vp,qg > N(e) |ap —a4| <e.
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Satz

Eine reelle Zahlenfolge ist genau dann konvergent, wenn sie eine
Cauchy-Folge ist.
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Satz

Eine monoton wachsende und nach oben beschrankte Folge ist
konvergent.
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Satz

Eine monoton fallende und nach unten beschrankte Folge ist
konvergent.
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12.3 Reihen
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Beispiel

Tabelle 1: Einige Werte der Folge S;, = 57, %

n S,

1 0,500 000 00
2 0,750 000 00
3 0,875 00000
4 0,937 500 00
5 0,968 750 00
10 | 0,99902344
20 | 0,999 999 05
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Beispiel

Tabelle 2: Einige Werte der Folge S, = 57, 5

n S,

1 | 1,000000000

1
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Beispiel

Tabelle 3: Einige Werte der Folge S, = 57, }2

Sn

1,000 000 00
1,250 000 00
1,361 111111
1,423 61111
1,463 61111
10 | 1,54976773

91 = W NN = | 3
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Beispiel

Tabelle 4: Einige Werte der Folge S, = 57, 5

n Sy

20 1,596 163 24
50 1,625132734
75 1,631 689 227
100 | 1,6349839

Grenzwert dieser Folge: % = 1,644 934 067

2

1
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Definition

Ist (a,,) eine reelle Zahlenfolge, dann heifst der Ausdruck 2, a;
die zu (a, ) gehorende Reihe oder kurz Reihe.

Sy = Y14 a; ist die n-te Teilsumme.
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Definition

Konvergiert die Folge (S,,), dann heifst die Reihe konvergent, der

Grenzwert

=1

n—aoo

ist die Summe der Reihe.

Existiert der Grenzwert der Teilsummen nicht, heifst die Reihe
divergent.
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Cauchy’sches Hauptkriterium

Eine Reihe $7°, a; konvergiert genau dann, wenn es zu jedem
¢ > 0 einen Index N(¢) gibt mit

n—+k
Vn > N(e),k € N Z a;| < e.
i=n+1
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Satz

Die Summanden einer konvergenten Reihe bilden eine Nullfolge.
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Satz

Die harmonische Reihe ist divergent.
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Definition

Die zur Folge (a,) gehorende Reihe heifst alternierend, wenn die
Vorzeichen der Folgeglieder abwechselnde Vorzeichen besitzen.
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Leibniz-Kriterium

Wenn die Absolutbetrdage der Glieder einer alternierenden Reihe
eine monotone Nullfolge bilden, ist die Reihe konvergent und es

gilt

o0
Z a; § |LZ1‘.
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Satz

Ist (a,,) eine Folge von nicht negativen Zahlen, konvergiert die
dazugehorige Reihe genau dann, wenn die Folge der Teilsummen
beschréankt ist.
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Majorantenkriterium

Sind Y 4, und Y b, Reihen mit nicht negativen Zahlen.

Wenn Y b, konvergiert und es eine reelle Zahl C > 0 gibt mit

O San § Cbn/

dann konvergiert Y a;.
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Quotientenkriterium

Ist Y a, eine Reihe mit nicht negativen Zahlen und 0 < g < 1 eine
Zahl mit

Vn e N a,11 < qay,

konvergiert ¥ a,.
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Wurzelkriterium

Ist Y a, eine Reihe mit nicht negativen Zahlen und 0 < g < 1 eine
Zahl mit

\V/nEN %Tlgq/

konvergiert ¥ a,.
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Definition

Eine Reihe Y, a; heifst absolut konvergent, wenn die Reihe
S 21 |a;| konvergiert.

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005 Folgen und Reihen

- 46 -



Satz

Eine absolut konvergente Reihe ist konvergent.
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Satz

Ist Y a; eine absolut konvergente Reihe mit der Summe S und
entsteht y b; durch endlich oder unendlich viele Vertauschungen
der Summanden 4;, konvergiert auch ¥ b; absolut mit Summe S.
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12.4 Potenzreihen
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Potenzreihen

Eine Potenzreihe ist eine Reihe der Form

o0 .
Z a;(x — xp)".
i=1

Die feste Zahl x( heifst Entwicklungspunkt.
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Satz

Wenn die Potenzreihe ¥ a;x' fiir die Zahl x = R > 0 konvergiert,
dann konvergiert sie absolut fiir alle x € (—R; R).
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Satz

Wenn die Potenzreihe ¥ a;x' fiir die Zahl x = R > 0 divergiert,
dann divergiert sie auch fiir alle Zahlen x mit |x| > R.
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Satz

Fiir eine Potenzreihe, die nicht fiir alle x € R absolut konvergiert,
gibt es ein R € R, sodass sie fiir alle |x| < R absolut konvergiert
und fiir |x| > R divergiert.

Die Zahl R heifst Konvergenzradius.

Das Intervall (—R; R) heifst Konvergenzintervall.
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Das Konvergenzintervall

Divergenz fiir [x — xg| > R

A/xO—R Yo xO+R\

7\

Konvergenz fiir |x — xp| < R
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Formel von Hadamard

Ist Y a;x' eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R und
konvergiert die Folge ({/|a,|) , dann gilt

lim {/| ’_1
Jfim, {flan] =

Diese Aussage bleibt auch fiir R = 0 oder R = oo giiltig, wenn
als co oder 0 aufgefasst wird.

1
R
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Besselfunktionen

Die Besselfunktion der Ordnung 0 ist gegeben durch die
Potenzreihe
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Funktionen und Potenzreihen

Abbildung 3: Der Verlauf der Bessel-Funktion Jj(x)
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Funktionen und Potenzreihen

/

\
>

Abbildung 4: Die Teilsummen S4, Sg und Sg der Bessel-Funktion ]

3
2.
-2
-1
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Besselfunktionen

Die Besselfunktion der Ordnung 1 ist gegeben durch die
Potenzreihe

(_1)ix2i+1
il(i+1)122i+1

Ji(x) =

UM g

1
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Funktionen und Potenzreihen

Abbildung 5: Der Verlauf der Bessel-Funktion J; (x)
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Funktionen und Potenzreihen

-4 -2 2 Sq
J,
1L s,

Ss

Abbildung 6: Die Teilsummen S3, S5, S7 und Sg der Bessel-Funktion J7 (x)
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12.5 Die Landau’schen

Symbole
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Suche nach Dubletten

Gibt es in der folgenden Menge von ganzen Zahlen Dubletten?
Formulieren Sie einen Algorithmus und implementieren Sie
diesen in Java!

86,63,39, 98, 38, 68, 88,36,83,17,33,69, 66,89, 96, 93
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Suche nach Dubletten

Eine Losung ist der folgende Algorithmus:

publ i c bool ean scan() {
int i, j;

for (1=0; 1<N-1; 1++) {
for (j=1+1;, J<N | ++)
1 f (Al1] == A[j]) return true;
}

return fal se;

}
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Suche nach Dubletten

Eine Losung ist der folgende Algorithmus:

publ i ¢ bool ean hash() {
bool ean B[] = new bool ean[ Max] ;
I nt I ;
for (1=0; i<this.N 1++) B[i] = fal se;
for (1=0; i<this.N, 1++)
1 f (B[A[1]]) return true;
el se B[A[I]] = true;
return fal se;

}
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Analyse der Funktion scan

M Benotigter Speicherplatz: N 4 3 Integer-Zahlen

B Anzahl der Vergleich im schlechtesten Fall:

N—-1

S i NOi-1),
=1
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Analyse der Funktion hash

B Benotigter Speicherplatz: 2" Integer-Zahlen, falls n Bit fiir die
Zahlen in der Folge verwendet werden.

B Anzahl der Vergleich im schlechtesten Fall: N.
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Grofse Zahlen

. 172 n2 4 31 4+ 2 | nz—n2+3n+2 |
100 10 000 10302 3,0 - 10 2
200 40 000 40 602 1,5-1072
500 250 000 251 502 6,0-1073
1000 1 000 000 1003 002 3,0-1073
5000 25 000 000 25015 002 6,0-104
10 000 100 000 000 100 030 002 3,0-10~4
1000000 1000000000000 1000003000002 3,0-10"°
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Definition

Eine Folge A = (a,) ist ,,Grofi-O” von B = (b,), A = O(B), wenn
die Quotientenfolge (3*) beschrénkt ist.

Die Folge A ist ,Klein-0” von B, A = o(B), wenn (3*) eine
Nullfolge ist.
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Regeln

B Konstante Faktoren sind unwichtig!

B Terme niederer Ordnung sind unwichtig!

2" 41’ = 0(2"),nt? = O(1,01").
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Eigenschaften

Fiir reelle Zahlenfolgen A, B und C gelten die folgenden Gesetze:
B A=0(A),
B CO(A) =0(A),Co(A) =0(A) fur C € R,
W OA)+0(A)=0(A),0(A)+0(A) =0(A),
B O(0(A)) = O(A),0(0(A)) = o(A),
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Eigenschaften

B O(A)O(B) = O(AB),0(A)o(B) = o(AB),
B O(AB) = AO(B),0(AB) = Ao(B),

M die durch die Landau’schen Symbole definierte binédre
Relation ist transitiv:

A=0(B),B=0(C)= A=0(C),
A=0(B),B=0(C)= A=0(C).
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Unvergleichbare Folgen

Die beiden Folgen
( 7 (
n“ ,n gerade, n ,nungerade,
An = 9 by = < 5
n ,nungerade n“ ,n gerade
\ \

sind nicht mit Landau’schen Symbolen vergleichbar!
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Berechnung von Potenzen

Die folgende Java-Funktion berechnet a":

public int conmpute() {
| nt x=1;
for (int 1i=0; i<n; |++)
X *= a
return Xx;
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Analyse

Als Komplexitdt betrachten wir die Anzahl der
Schleifendurchlédufe f(n), die fiir die Berechnung von a" benotigt

werden:

f(n) =n=0(n).
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Berechnung von Potenzen

Fiir gerade Exponenten n = 2k gilt
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Berechnung von Potenzen

public int conpute2() {
Int basis, x =1, I = this.n;
basis = a;
while (i1>0) {
1f (192 == 1) // | 1st ungerade
X *= basl s;
I = (int)Math.floor(i/2.0);
1 f (1>0) basis =*=basis;
}

return Xx;

}
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Analyse

Als Komplexitit betrachten wir die Anzahl der Durchldufe der
whi | e-Schleife ¢(n), die zur Berechnung von a” mit conput e2

bendtigt werden.
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DerFall n =7

n=7,x=1,1 =7, basis = 10.

(X = x - basis = 10,

1 ¢i=23, 2

\basis = basis - basis = 100.

y

3 4

1 = 0.
\

x = x - basis = 1000,
i =1,

basis = basis - basis = 10%*.

x = x - basis = 107,
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Der Fall n = 8

n=7,x=1,1=38, basis = 10.

)
1 =4, 1 =2,
1 4 2
\basis = basis - basis = 100. basis = basis - basis = 10%*.
( .
1 =1, 4<x:x-baszs:108,
basis = basis - basis = 10°. \i = (.
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Analyse

Als Komplexitit betrachten wir die Anzahl der Durchldufe der
whi | e-Schleife ¢(n), die zur Berechnung von a” mit conput e2

bendtigt werden.

Induktiv kann gezeigt werden, dass

g(n) = O(1d (n)).

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005 Folgen und Reihen

- 81 -



Vergleichsfolgen

O(1) konstant

O(log, (n)),a > 1 logarithmisch

O((log, (n))*),a>1 logarithmisch polynomial
O(n) linear

O(nlog, (n)),a >1  logarithmisch linear
O(n?) quadratisch

O(n) kubisch

O(n*), k > 2 polynomial

O(a"),a > 1 exponentiell
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Vergleichsfolgen

A 2”
256 T
128 +
64 1 n’
32 +
16 1 nld (n)
87 n
4 4
21 Id (n)
1 1
/ . . . . n
2 4 6 8 10
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Exponentielle Laufzeiten

Laufzeit O() n=10 n=1000 n =100000  Faktor

1d (n) 3 us 10 us 16 us 1033
n 10 us 1 ms 100 ms 100
nld (n) 33 us 10 ms 3,3s 54
n2 100us 1s 167 Minuten 10
2" 1 ms 10288 Jahre 103900 Jahre 1,03

Basiseinheit 1us;

letzte Spalte: relative Steigerung der Problemgrof3e bei 100-facher Beschleunigung der Rechnergeschwindigkeit und gleicher
Laufzeit.
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Satz

Mit 8 = 15¥5 gilt F, = 2 (6" — (1 - 6)")
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Satz

Das Wachstum der Fibonacci-Folge kann durch O(6")
beschrieben werden.
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Satz

Fiir eine nattirliche Zahl a benétigt der Euklidische Algorithmus
zu beliebigem b < a O(log (a)) Schritte.

Zun € N sei a die kleinste nattirliche Zahl, fiir dieesein b < a
gibt, sodass der Euklidische Algorithmus n Schritte benétigt.

Dannista = F,11,b = F,.
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Laufzeiten

Tabelle 5: Laufzeiten des Euklidischen Algorithmus

a 100 10° 1010 10°0 10100 11000
1
sV 10 24 48 239 479 4785
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12.6 Iterative Losung linearer
Gleichungssysteme
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Vektornormen

A

ﬁbyw

- zjﬁ

[l

Y,

Abbildung 7: e-Umgebungen fiir (0,0) im R?
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Gesamtschrittverfahren

Schritt 1: Wihlen Sie einen Startvektor x! € R" und eine Ab-
bruchgenauigkeit ¢ > 0. Setzen Sie k = 2.

Schritt 2: Berechnen Sie
k1 - k—1
x; = — | bi— Z ai]-x]._ 1 <i<n.
it j=T j#i

Schritt 3: Ist ||x* —x*~!|| < &, dann stoppen Sie; sonst wird
Schritt 2 wiederholt mit k = k 4 1.
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Einzelschrittverfahren

Schritt 1: Wihlen Sie einen Startvektor x! € R" und eine Ab-
bruchgenauigkeit ¢ > 0. Setzen Sie k = 2.

Schritt 2: Berechnen Sie

k kl :
X; = an( Zﬂl]] Z ajjX; ),1<z<n.

j=1+1

Schritt 3: Ist [|[x* — x*~1|| < &, dann stoppen Sie; sonst wird
Schritt 2 wiederholt mit k = k + 1.
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Satz

Erfiillt die n x n-Matrix A das starke Zeilensummenkriterium

n
p = max —| < 1,

P g

ist das lineare Gleichungssystem Ax = b eindeutig l6sbar.

Die durch das Gesamt- oder Einzelschrittverfahren definierte

Folge (x*) konvergiert in diesem Fall fiir jeden Startvektor x'

gegen die Losung x.
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Fehlerabschatzung

Es gilt die Fehlerabschitzung
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