Manfred Brill
Mathematik fiir Informatiker

Mathematik

fur Informatiker Hanser Verlag
ibapasn sl i ISBN 3-446-22802-0
austl_mLWett der Computer @ 2 O O 5

2. Auflage

Folien zum Kapitel 4
Relationen und Abbildungen



4.1 Relationen
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Binare Relationen

Eine Teilmenge R des kartesischen Produkts M x N der beiden
Mengen M und N heifst bindre Relation.

Fiir Elemente x € M und y € N mit (x, y) € R sagen wir: ,x und
y stehen in Relation R”.
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n-are Relationen

Eine n-ire Relation zwischen den n Mengen My, ..., M, mitn > 1
ist eine Teilmenge des kartesischen Produkts:

R C My X My x---x M,.

Eine Relation ist eine Menge von n-Tupeln (x1, - - - , x;) mit
x; € M.
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Pfeildiagramm

1 a
2 b
3 C
4 d

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005 Relationen und Abbildungen



Pfeildiagramm

1
a

2
b

3
c

4

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005 Relationen und Abbildungen



Pfeildiagramm

a a
b b
c c
d d
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Beispiel

= W N =
“y

Abbildung 1: Die Relation R = {(1,a), (1,¢), (2,b), (3,b), (3,¢), (4,a)}
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Beispiel

Abbildung 2: Die Relation R = {(a,a), (a,b), (b,a), (b,c), (¢,b)}
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Tabellendarstellung

Tabelle 1: Tabellendarstellung der Relation {(1,a), (1,c), (2,b), (3,b),

(3,¢), (4,a)}

xeM | yeN
1 a
1 C
2 b
3 b
3 C
4 a
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Tabellendarstellung

Tabelle 2: Tabellendarstellung der Relation {(a,a), (a,b), (b,a), (b,c),

(c,b)}

xeM | yeN
a a
a b
b a
b C
C b
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Matrixdarstellung

1(1,a),(1,¢),(2,b),(3,b),(3

,C),(4,a)} entspricht der 4 x 3-Matrix

(1 0 1)
0 1 0
0 1 1
\1 0 0/
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Matrixdarstellung

{(a,a),(a,b),(b,a),(bc),(c,b)} entspricht der 3 x 3-Matrix

(1 1 0)

1 0 1

\0 1 0/
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Gerichteter Graph

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005

Relationen und Abbildungen

15



Gerichteter Graph

(ya

Abbildung 3: Die Relation {(a,a), (a,b), (b,a
Graph

> /\
~__ " \/‘

} als gerichteter
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Gerichteter Graph

Cy 1/(327&\4

Abbildung 4: Die Relation {(x, y)| x teilt v} C {1,2,3,4}? als gerichteter
Graph
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Matrixdarstellung

{(x,vy)] x teilt y} auf {1,2,3,4}%:

(1 1 1 1)
01 0 1
0 0 1 0
\0 0 0 1)
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Komposition von Relationen

Sind Ry € M7 x M und R, C M, X Mj3 bindre Relationen, dann
ist die Komposition Ry o R die Relation aut M1 X M3 mit

RyoRi ={(x,z) e M1 x M3 |dy € My(x,y) € Ri A (y,z) € Ryp}.
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Komposition

C > C 2

Abbildung 5: Pfeildiagramm einer Komposition von Relationen
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Binare Addition

G () Y
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Binare Multiplikation

_ O | -
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Komposition

Das Element ¢;; der bindren m x p-Matrix C = A - B ist gegeben
durch

n
cij = D aix © by
k=1
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Inverse Relation

Ist R C M X N eine binédre Relation, dann heifst

R'={(y,x) e NxM|(x,y) e R}FC NxM

die zu R inverse Relation.
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Identitat

Ist M eine Menge, dann heif$t die Relation I = {(x, x)} C M?
identische Relation oder Identitit in M.
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Satz

Fiir jede bindre Relation auf einer Menge M ist

(R—l)—l _

R.

Fiir bindre Relationen Ry und R; auf M gilt

(Ry 0 Rl)_l — Rl_l o Rz_l.
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4.2 Aquivalenzrelationen
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Partition

Eine Menge von disjunkten Teilmengen Kj, ..

., Ky, einer Menge

MmitV 1 <i,j<nK;NK; = () heiflt Partition, wenn

erfillt ist.

Die Teilmengen K; heifsen Klassen.
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Eine Partition

Dauer der Schadensfreiheit

Schadensfreiheitsklasse

langer als 15 Jahre
i Jahre, i1 =1,2,...,14

bis zu einem Jahr

SF15
SFi
SFO
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Eigenschatten von Relationen

Eine Relation R C M? heif3t
W reflexiv, wenn Vx € M (x,x) € R erfillt ist,

W symmetrisch, wenn Vx,y € M (x,y) € R = (y,x) € R erfiillt
ist, und

W transitiv, wenn Vx,y,z € M (x,y) € R,(y,z) € R= (x,z) € R
erfiillt ist.
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Symmetrie einer Relation

N
a b C
\/V \/
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Transitivitat einer Relation
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Aufgabe

Welche Eigenschaften hat diese Relation?

Abbildung 6: Die Relation R4

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005

Relationen und Abbildungen

- 33 -



Aufgabe

Welche Eigenschaften hat diese Relation?

b

:

dt

¢

Abbildung 7: Die Relation R
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Aquivalenzrelation

Eine reflexive, symmetrische und transitive Relation R wird
Aguivalenzrelation genannt. Fiir eine solche Relation wird das
Symbol ~ verwendet.

Fiir x € M heifst die Menge
Rxf ={yeM|x~yj}

die Aquivalenzklasse von x beziiglich R.
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Satz

Die Aquivalenzklassen R[x], R[y] einer Aquivalenzrelation R auf
einer Menge M sind entweder identisch oder disjunkt.
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Beispiel

)

b
ﬂ x Q D
Ga /\‘03 ?el f é
V\/ Q
Abbildung 8: Eine Aquivalenzrelation und Partition auf der Menge

{a,b,c,d,e, f,g}
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Satz

Jede Aquivalenzrelation auf einer Menge erzeugt eine Partition;
jede Partition bestimmt eine Aquivalenzrelation.
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4.3 Ordnungsrelationen
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Eigenschaften

Eine Relation R C M? heif3t

W antisymmetrisch, wenn
Vx,ye M (x,y) € RA(y,x) € R=x =y, und

W total, wenn Vx,y € M (x,y) € RV (y,x) € R erfullt ist.
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Teilordnung

Eine reflexive, antisymmetrische und transitive Relation < auf
einer Menge M heifst Teilordnung.

Die Menge mit einer solchen Relation heifst teilgeordnete Menge,
haufig wird dafiir (M, <) geschrieben.

Zwei Elemente x, y einer teilgeordneten Menge (M, <) heiflen
vergleichbar, wenn entweder x < y oder y < x gilt.

Sonst heifsen Sie unvergleichbar.
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Geordnete Mengen

Ist eine Teilordnung total, heifst sie Ordnung.

Die Menge M mit einer Ordnung = wird geordnete Menge oder
Kette genannt.
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Beispiel

ONNORN BN BN BN BN
ONNORN BN BN BN BN
ONNORN BN BN BN BN
ONNORN BN BN BN BN
ONNORN BN BN BN BN
ONNORNONN BN BN BN
ONNORNONN BN BN BN

Abbildung 9: Zg x Zg; o kennzeichnet die Elemente mit (1, m) < (3,2)
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Asymmetrie

Eine Relation R C M? heif3t asymmetrisch, wenn fiir alle x, y € M
entweder (x,y) € R oder (y, x) € R erfillt ist.

Eine asymmetrische und transitive Relation heifst strikte
Teilordnung.
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Satz

Ist (M, <) eine teilgeordnete Menge, dann ist die Relation < mit
X<YSXIYANXFY

eine strikte Teilordnung auf M.
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Schranken

Ist (M, <) eine teilgeordnete Menge und A C M eine Teilmenge.
Ein Element 0 € M heifst obere Schranke von A, falls

Vxe Ax <o

erfiillt ist.

Analog heifst ein Element u € M untere Schranke von A, falls
Vx e Au < x

erfiillt ist.
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Supremum

Eine obere Schranke o heifst Supremum von A, wenn o die kleinste
obere Schranke von A ist.

Ein Supremum ist eine obere Schranke mit

Vye M,xc Ax=y=0=xy.
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Infimum

Die grofste untere Schranke heifst Infimum von A.

Das Infimum einer Teilmenge ist eine untere Schranke u mit

Vye M,xc Ax>=y=ury.
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Notation

Flir Supremum und Infimum einer Teilmenge A wird sup 4, und
inf 4 geschrieben.
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Supremum und Infimum

A A A A A
Infimum Supremum
untere Schranke obere Schranke

Abbildung 10: Supremum und Infimum der Menge A C R auf dem Zah-
lenstrahl
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Eindeutigkeit

Existieren Suprema und Infima, dann sind sie eindeutig bestimmt.
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Maximum und Minimum

Ist (M, <) eine teilgeordnete Menge. Dann heifst max maximales
Elememt von M, wenn es kein Element x € M gibt mit max < x.

Analog heifst min minimales Element von M falls es kein Element
von M gibt mit x < min.
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Hasse-Diagramm

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005

Relationen und Abbildungen

53



Hasse-Diagramm

({1,2,3,4}, <)
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Hasse-Diagramm

({1,2,3,4}, <)
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Hasse-Diagramm

({1,2,3,4,6},|)
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Hasse-Diagramm
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Hasse-Diagramm
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Hasse-Diagramm

{a,b,c}

Abbildung 11: Das Hasse-Diagramm fiir (P({a,b,c}), C)
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Hasse-Diagramm

127
4} 25
2 5

Abbildung 12: Das Hasse-Diagramm fiir ({2,4,5,10,12,20,25}, |)
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Hasse-Diagramm

a

Abbildung 13: Ein Hasse-Diagramm einer teilgeordneten Menge
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Kompatible Ordnungen

Eine Ordnung =< auf einer Menge M heifst vertriglich oder
kompatibel zur Teilordnung R auf M, wenn

Vx,ye M (x,y) e R=x =2 v.
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Softwaremanagement

03, Okt 01 15,
Mr. [ Task Mame Dauer | Anfang | Ende |“organger MDD | M|D]|F |
1 Fflichtenheft erstellen | 2 Tage os.10. 10010
2 O0A-Modell erstellen 3 Tage 11100 13100 1
3 Fflichtenheft erstellen | 2 Tage os.10. 10010
4 O0A-Modell erstellen 3 Tage 100 12100 3EA-1 Tag
5 Fflichtenheft erstellen |2 Tage os.10. 10010
b O0A-Modell erstellen 3 Tage 12100 1610,  SEA+ Tag
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Softwaremanagement

Fflichtenhef erstellen

DO A-Modell erstellen

1

2 Tage

09.10.

10.10.

3 Tage

Pflichtenhef erstellen

11.10.

13.10.

DOA-Modell erstellen

2 Tage

09.10.

10.10.

gl

a Tage

10.10.

12.10.

Pflichtenhef erstellen

2 Tage

10.10.

Do A-Modell erstellen

3 Tage

16.10.
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Satz

Jede endliche und nicht-leere teilgeordnete Menge (M, <) hat ein
minimales Element.
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Konstruktion einer
topologischen Sortierung

Schritt 1: Entnehmen Sie der teilgeordneten Menge (M, <) das
minimale Element x1. Setzen Sie k = 1.

Schritt 2: Ist (M \ {x1,...,xx}, =) # ), entnehmen Sie das mi-
nimale Element x;q; sonst stoppen Sie. Fiithren Sie
Schritt 2 fiir die Menge (M \ {x1,..., Xk, Xk41}, =)
durch.
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Aufgabe

Bestimmen Sie die topologische Ordnung der teilgeordneten
Menge ({1,2,4,5,12,20}, |)!

12 20
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Losung

20 12 20 1.2

HHp e

Minimal:

1 5 2 4 20 12
Abbildung 14: Die topologische Sortierung fiir die Menge
({1, 2,4,5,12, 20}, \)
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Aufgabe

Bestimmen Sie eine topologische Sortierung!

G
D
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e

P
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4.4 Abbildungen und

Funktionen
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Rechtseindeutige Relationen

Eine Relation R heifst rechtseindeutig, wenn fiir alle x € M und
y1,Y2 € Naus (x,y1) € RA (x,y2) € Rimmer y; = y; folgt.
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Abbildungen

Eine rechtseindeutige Relation A C M x N wird Abbildung
zwischen M und N genannt. Fiir jedes x € M gibt es hochstens
ein y € N mit (x,y) € A, geschrieben A(x).

Die Teilmenge D(A) = {x € M| dy € N A(x) = y} C M heifst
Definitionsbereich von A, N Wertebereich.

Statt A C M x N wird die Notation
A: M — N

verwendet.
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Abbildungen

Die Menge R(A) ={y € N | 3x € M mit A(x) = y} heifst Bild.

Ein x mit A(x) = y wird Urbild von y € N genannt.

Eine Abbildung A C M x N mit D(A) = M heifst total; im Fall
D(A) # M spricht man von einer partiellen Abbildung.
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Funktionen

Eine Abbildung, die als Urbild und als Bild eine Teilmenge der
reellen Zahlen besitzt, wird Funktion genannt.

Die Relation R¢ = {(x,y) € R* | y = f(x)} heift der Graph der
Funktion f.

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005 Relationen und Abbildungen

- 76 -



Funktionsgraphen

f(x) = x? mit Definitionsbereich [0; 1]:

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005

Relationen und Abbildungen

- 77 —



Funktionsgraphen

f(n)=2n—1mitf: Z — Z:
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x| und | x|

x| =sup{z € Z|z<«x},xeR

(x| =inf{ze€Zlx <z}, xeR
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Funktionsgraphen

flx) = [x]:

A
3 —(
2+ —
S
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Funktionsgraphen

flx) = [x]:
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Funktionsgraphen

4y

1 2

Abbildung 15: Graph der Funktionen f(x) = 3*,¢*,2* und f(x) = (%)x
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Funktionsgraphen

A1 2 3
Abbildung 16: Graph des natiirlichen Logarithmus auf dem Intervall
0,7;3]
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Surjektive Abbildungen

Eine Abbildung f : M — N wird surjektiv genannt, wenn es fiir
alle y € Neinx € M gibt mit y = f(x).
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Eine surjektive Abbildung

Abbildung 17: Pfeildiagramm der Funktion {(1,c¢), (2,b), (3,b), (4,a)}
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Injektive Abbildungen

Eine Relation R C M X N heifst linkseindeutig, wenn fiir alle
x1,xX3 € Mund y € N aus (x1,y) € RA (xp,y) € Rimmer
X1 = X2 fOlgt.

Ist eine Abbildung linkseindeutig, heifst sie eineindeutig oder
injektiv.

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005 Relationen und Abbildungen

- 86 -



Bijektive Abbildungen

Eine surjektive und injektive Abbildung heifst bijektiv.
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Inverse Abbildung

Fiir eine bijektive Abbildung A : M — N ist die inverse Abbildung
A~1 gegeben durch

y=A(x) & x= A_l(y).
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Satz

Die Komposition von rechtseindeutigen Relationen ist
rechtseindeutig.
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Satz

Ist A: M — M eine Abbildung, gilt

Aolyy=1Ipo A= A.

Ist A: M — N bijektiv, gilt

AloA=1y, Ao A =1y, (A7) = A
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4.5 Relationen und
Datenbanken
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Datenbanken

Tabelle 3: Eine Softwarehaus-Relation

MIT ABT PRO PNR

Turing A Basis 000331
Gates W Fenster 007081
Neumann A Basis 081007
Zuse O Basis 070707
Jobs M Fenster 008007
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Datenbanken

Tabelle 4: Eine Projektion

MIT PNR

Turing 000331
Gates 007081
Neumann 081007
Zuse 070707
Jobs 008007
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Datenbanken

Tabelle 5: Das Ergebnis der Restriktion R WHERE PRO = Fenster

MIT  ABT PRO PNR
Gates W Fenster 007081
Jobs M Fenster 008007
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Datenbanken

Tabelle 6: Die Relation Ry

MIT ABT PNR

Turing A 000331
Gates W 007081
Neumann A 081007
Zuse O 070707
Jobs M 008007
Goldberg X 070012
Aiken @) 070808
Blinn G 000815
Phong G 003210
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Datenbanken

Tabelle 7: Die Relation R»

MIT PRO
Turing Basis
Gates Fenster

Neumann Basis
Zuse Basis

Jobs Fenster
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Datenbanken

Tabelle 8: Das Ergebnis von R JOIN R»

MIT ABT PRO PNR

Gates W Fenster 007081
Jobs M Fenster 008007
Neumann A Basis 081007
Turing A Basis 000331
Zuse O Basis 070707
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Datenbanken

Tabelle 9: Das Ergebnis von Ry DIVIDEBY R,

MIT PNR

Blinn 000815
Phong 003210
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4.6 Abzahlbarkeit und

Berechenbarkeit
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Definition

Eine Menge M wird abzihlbar genannt, wenn eine totale und
bijektive Abbildung A : M — N existiert.

Als Symbol fiir die Kardinalzahl |N| wird R (,,aleph 0”)
verwendet.
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Satz

Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzdhlbar.
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Diagonalisierungsschema von Cauchy

1 2 3 4
2 2 2 2
1 2 3 4
3 3 3 3
1 2 3 4
1 1 1 1
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Diagonalisierungsschema von Cauchy
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Uberabzihlbarkeit

Eine Menge mit unendlich vielen Elementen, die nicht abzdhlbar
ist, wird iiberabzihlbar genannt.

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005 Relationen und Abbildungen - 104 -



Uberabzihlbarkeit von R

Das Intervall |0; 1] ist tiiberabzahlbar.
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Diagonalisierungsschema von Cantor

0, a11 aip ai3
0, a1 a2 a3
0, a31 asp as3
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Diagonalisierungsschema von Cantor
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Die Funktion p

Die totale Abbildung p: M — {1,2,...,|M|} C N ordnet jedem
Zeichen x € M die Stelle zu, an der es im Alphabet auftritt.

Fiir die Menge { A, ..., Z,a, ...z} der Gro3- und Kleinbuchstaben
gilt dann p(A) =1, p(Z) = 26, p(z) = 52.
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Die Funktion ¢

Fiir ein beliebiges Wort w = x1x,...x,; € M* der Lange n wird
die Abbildung ¢ : M* — N definiert mit

d(w) = p(x1x2...x,) = .ip(xi)(\]\/ﬂ + 1)i,°
$p(e) =0
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Die Funktion ¢

Es gilt immer

G(x1x2...xn) = Y pl)(IM|+1)" < (M| +1)"
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Satz

Die Abbildung ¢ ist injektiv.
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Satz

Die Menge aller Algorithmen ist abz&dhlbar.
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Satz

Die Menge der totalen Abbildungen f : M* — M™ ist
tiberabzdhlbar.
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Diagonalisierungsschema

f1 f2 f3 f4 f5 fe
wy | f1(w1)  fo(wr)  fa(wr) fa(wi) fs(wi) fe(w1) ...
wy | fi(wz) f2(wz) fa(wz) fa(wz) fs(wz) fe(wz) ..
w3 | fi(ws) fa(ws) f3(wsz) fa(ws) fs(ws) fe(ws) ..
we | f1(ws) falwe) fa(ws) fa(we) fs(we) fe(wes) ..
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Satz

Es gibt eine Funktion f : M* — M¥, die nicht durch einen
Algorithmus berechnet werden kann.
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