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2. Auflage

Folien zum Kapitel 13
Differenzialrechnung



13.1 Funktionen

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005 Differenzialrechnung



Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005 Differenzialrechnung



Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005 Differenzialrechnung



Y

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005 Differenzialrechnung



Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005 Differenzialrechnung



Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005 Differenzialrechnung



Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005 Differenzialrechnung



Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005 Differenzialrechnung



Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005

Differenzialrechnung

10



Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005

Differenzialrechnung

11



f(x) = 3x° — 25x° + 60x
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Trigonometrische Funktionen

Definitionsbereich D(f)  Wertebereich R(f)
sin (x) R —1;1]
cos (x) R —1;1]
tan (x) | R\ {x|x = Z 4+ km, k € Z} R
cot (x) R\ {x|x =km, k € Z} R
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f(x) = cos (x
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Hyperbelfunktionen

X =X
y = sinh (x) = ‘ 26
gesprochen: ,sinus hyperbolicus”
X X
y = cosh (x) = ‘ +26
sinh (x) e**—1
p— h p— p—
y = tanh (%) cosh (x) €2 +1
cosh (x) e +1
p— h p— p—
y = coth (%) sinh (x)  e2¥ — 177 70
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Hyperbelfunktionen

Definitionsbereich D(f)  Wertebereich R(f)
sinh (x) R R
cosh (x) R 1; 00)
tanh (x) R (—1;1)
coth (x) R\ {0} (—o0; —1) U (1; 00)
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Hyperbelfunktionen

sinh (x) + cosh (x) = e*,
sinh (x) — cosh (x) = —e™ 7,
cos (x)* —sinh (x)* =1,

hyperbolischer Pythagoras.
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y = cosh (x)
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y = tanh (x)
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Exponentialfunktionen
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Der natiirliche Logarithmus
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Beispiel
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Beispiel
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Beispiel
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Verschiebungen

© |
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Verschiebungen

B Um den Graphen von y = f(x) + ¢ zu erhalten, verschieben Sie
den Graphen von f ¢ Einheiten nach oben.

B Um den Graphen von y = f(x) — ¢ zu erhalten, verschieben Sie
den Graphen von f ¢ Einheiten nach unten.

B Um den Graphen von y = f(x — c) zu erhalten, verschieben Sie
den Graphen von f ¢ Einheiten nach rechts.

B Um den Graphen von y = f(x + ¢) zu erhalten, verschieben Sie
den Graphen von f c Einheiten nach links.
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f(x

X + 2)2
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Strecken, Stauchen, Spiegeln

A y =cf(x)
y=f(—x)
M M I
/\/ y=¢f(x)
-
\K y=—f()
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Strecken und Stauchen

B Um den Graphen von y = cf(x) zu erhalten, strecken Sie den
Graphen von f vertikal um den Faktor c.

B Um den Graphen von y = 1 f(x) zu erhalten, stauchen Sie den
Graphen von f vertikal um den Faktor c.

B Um den Graphen von y = f(cx) zu erhalten, stauchen Sie den
Graphen von f horizontal um den Faktor c.

B Um den Graphen von y = f (%) zu erhalten, strecken Sie den
Graphen von f horizontal um den Faktor c.

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005 Differenzialrechnung - 44 -



Spiegeln

B Um den Graphen von y = —f(x) zu erhalten, spiegeln Sie den
Graphen von f an der x-Achse.

B Um den Graphen von y = f(—x) zu erhalten, spiegeln Sie den
Graphen von f an der y-Achse.

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005 Differenzialrechnung - 45 -



Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005

Differenzialrechnung

46



Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005

Differenzialrechnung

47



Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005

Differenzialrechnung

48



f(x) = cos (2x

NIX
~
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Stauchung und Streckung der
Kosinus-Funktion mit ¢ = 2

A

w
7T
2

VNN

y = cos (%)
y = cos (2x) y = cos (x)
|
| N
7T 27T
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13.2 Funktionen und
Grenzwerte
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Grenzwerte
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f(x) =x>—x+1

x | ¥ —x+1
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f(x) =x>—x+1

X X3 —x+1

0 1

0,5 0,625

0,8 0,712

0,9 0,829

0,95 0,907 375
0,99 0,980 299
0,995 0,990074 875
0,999 0,998 002 999
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f(x) =x>—x+1

X X3 —x+1

2 7

1,5 2,875

1,2 1,528

1,1 1,231

1,05 1,107 625
1,01 1,020 301
1,005 1,010075125
1,001 1,002003001
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Definition

Ist f eine reelle Funktion und xg € R.

Wenn fiir alle den Punkt x selbst nicht enthaltenden Folgen (x;,)
mit lim x;,, = xg auch lim f(x;,) = f(xg) erfiillt ist, dann heifst
f(xg) der Funktionenlimes von f an der Stelle x:

f(xg) = lim f(x).

X—X(
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Rechts- und linksseitiger
Grenzwert

Werden bei der Bildung des Funktionenlimes nur Folgen (x;,) mit
xn < Xxg betrachtet, dann spricht man von einem linksseitigem
Grenzwert.

Werden bei der Bildung des Funktionenlimes nur Folgen (x;,) mit
X > Xg betrachtet, dann spricht man von einem rechtsseitigem

Grenzwert.
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Satz

Existieren fiir die beiden Funktionen f und g die
Funktionenlimites im Punkt xg, dann gilt

lim (f(x) £g(x)) = f(x0) = &(x0),

X—X(

lim (f(x)-g(x)) = f(xo) - g(x0)

X—X(

und fiir g(xp) # 0 auch

L f)  f(x)
0 g(¥)  g(x0)’
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Polstellen

Abbildung 1: f(x) =

x2—5x+6
x2—7x+12
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Polstellen

Abbildung 2: f(x) = szjff_l
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Definition

Eine Funktion a ist die Asymptote der Funktion f fiir x — oo oder
x — —oo, wenn sich f in der Form

flx) = a(x) +g(x)

mit limy_.o (x) = 0 oder limy_,_, g(x) = 0 schreiben I&sst.
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f(x) = 2x —1nahe xo =1

A
14+¢e o
1 @
l1—¢ @

//4 1 \

1—6 1496
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Das ¢- und )-Kriterium

=
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Das ¢- und )-Kriterium

=

RN

Xg — 0 Xo + 0
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Satz

Die Funktion f hat an der Stelle xy genau dann den
Funktionenlimes 1y, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein 6(e) > 0 gibt,
sodass

f(x) —yol <e
fiir alle x # xp mit
lx — x| < O(¢)

erfiillt ist.
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Definition

Eine reelle Funktion f heifst stetig im Punkt xg, wenn
Funktionswert und Funktionenlimes tibereinstimmen:

f(xg) = lim f(x) = f(lim x).

X— X X— X

f heifst stetig in einem Intervall, wenn f stetig in jedem Punkt des
Intervalls ist.
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f(x) =1— V1 — x2
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Satz

Sind f und g stetig im Punkt x(, dann sind auch die Funktionen

f+8f—gf & |flund L fiir g(xp) # 0

stetig im Punkt xg.
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Satz

Ist f: I — I’ stetigim Punkt xg € und g : I’ — R stetig im
Punkt yy = f(x9) € I, ist auch die zusammengesetzte Funktion
gof: I —Rmit(gof)(x)=g(f(x)) stetig im Punkt x.
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Definition

Eine Funktion f ist auf ihrem Definitionsbereich streng monoton
wachsend, wenn aus x1 < X, immer

flxr) < fxz)
folgt.
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Definition

Eine Funktion f ist auf ihrem Definitionsbereich streng monoton
fallend, wenn aus x1 < xp immer

flx1) > f(x2)
folgt.
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Satz

Eine streng monotone Funktion f ist invertierbar, ihre
Umbkehrfunktion f~! weist dasselbe Monotonieverhalten auf.

Ist f zusitzlich stetig, dann ist auch ! stetig.
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Arcusfunktionen

Definitionsbereich D(f) Wertebereich R(f)
arcsin (x) —1;1] -3 7
arccos (x) —1;1] 0; 7]
arctan (x) R (=35 7%)
arccot (x) R (0; 7r)
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f(x) = arcsin (X

NI

y —t—
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f(x) = arccos (x
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f(x) = arctan (x

NI

_ 7
2
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f(x) = arccot (x
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Areafunktionen

y = arsinh (x) < x = sinh (y)
gelesen: ,area sinus hyperbolicus”
y = arcosh (x) < x = cosh (y)
y = artanh (x) < x = tanh (y)
y = arcoth (x) < x = coth (y)
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Areafunktionen

Definitionsbereich D(f) Wertebereich R(f)
arsinh (x) R R
arcosh (x) 11; 0) 0; )
artanh (x) (—1;1) R
arcoth (x) (—o0; —1) U (1; 00) R\ {0}
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Areafunktionen

y =arsinh (x) =In(x+ Vx?+1),x € R,

y =arcosh (x) =In(x+ vx?—1),x e R,x > 1,

1

y = artanh (x) = Eln(l—x)'|x| <1,
1 x +1

y = arcoth (x) = Eln(x_l),\x\ > 1
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~
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|

arcosh (x)
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Zwischenwertsatz

o 1/

a

.

b
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Zwischenwertsatz

Ist f: [a;b] — R eine stetige Funktion und v € (f(a); f(b)), dann
gibt es mindestens ein x € (a;b) mit f(x) = v.
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Bisektionsverfahren

Gegeben ist eine auf einem Intervall |a; b] stetige Funktion f mit
f(a)- f(b) <0und f(a) < 0.

Setzen Sie x1 =4,y =bund n = 1.

Wadhlen Sie eine Abbruchgenauigkeit ¢ > 0.
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Bisektionsverfahren

Schritt 1: Berechnen Sie
Xn+Y Xn+Y
B nz n, f( nz n) S O
Xn_|_1 — V4
Xn, sonst
( +
Yus1 = 4 f(25) <0
n+1 —
\ @, sonst
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Bisektionsverfahren

Schritt 2: Ist y, 11 — x,4+1 < ¢ dann stoppen Sie.
Der Mittelpunkt des aktuellen Intervalls

% (xn+1 + yn+1)

ist eine Ndherung der gesuchten Nullstelle.
Sonst setzen Sie n = n + 1 und gehen zu Schritt 1.
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X1:O
y1 =3
x2:%
>
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\ 3
XZ—Z
3
—— Y2 =5
5
—— Y3 = 31
| X218 1>
| —— >
Y3
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Bisektionsverfahren
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Bisektionsverfahren

r—\|+—\ B0 R O
N U1
AOI\O VIO N NW
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Bisektionsverfahren

Gesucht: Nullstelle der Funktion f(x) = e* —5x + 1
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Bisektionsverfahren

Gesucht: Nullstelle der Funktion f(x) = e* —5x + 1

2 | —-1,28 | —1,61 | 6,09
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Bisektionsverfahren

- Xn  Yn f(xn+yn)

1 0 1 f(0,5) =0,15

2 0,5 1 £(0,75) = —0,633

3 05 0,75 f(0,625) =—0,257
4 0,5 0,625 f(0,5625) = —0,061
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Bisektionsverfahren

Ht——
oK

Abbildung 3: Das Bisektionsverfahren fiir f(x) = ¢ —5x + 1 im
Intervall [0; 1]
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Regula Falsi

Y
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Regula Falsi

Gegeben ist eine auf einem Intervall |a; b] stetige Funktion f mit
f(a)- f(b) <0und f(a) < 0.

Setzen Sie x1 =4,y =bund n = 1.

Wadhlen Sie eine Abbruchgenauigkeit ¢ > 0.
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Regula Falsi

Yn—Xn

Schritt 1: Berechnen Sie x5 = x;, — f(x”)f(yn)—f(xn)'

Ist f(xy) - f(xs) < 0 dann setzen Sie x, 11 = Xy,
Yn+1 = Xg, sonst X1 = Xg, Yn+1 = Yn.

Schritt 2: Ist |f(5(xy+1 + ¥nt1))| < & dann stoppen Sie. Der
Mittelpunkt des aktuellen Intervalls %(xnﬂ + Ya1)
ist eine Ndherung der gesuchten Nullstelle. Sonst set-
zen Sie n = n + 1 und gehen zu Schritt 1.
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t x1:0
_ 3
V1 =73
2
x2:§
“%) Y1
| >
I
1
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A Xy = %
. v2 =3
l x3 ~ 0,923
/A
| -
1
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Nullstellenbestimmung durch
quadratische Interpolation

Gegeben sind eine auf einem Intervall [g; ] stetige Funktion f
mit
fla)- fle) <0

und ein Punkt b € [a; c| mit

FOI<1f(@)], [fB)] < [f(e)l.
Wadhlen Sie eine Abbruchgenauigkeit ¢ > 0.
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Nullstellenbestimmung durch
quadratische Interpolation

Schritt 1: Berechnen Sie h, = a —b,hy = c—a,dy, = f(a) —
F(b),d1 = £(c) — (b) und

hdy —hady 51+

A= B—
hohy(hy — hy) hohyi(hy — hy)

/CZ]/n
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Nullstellenbestimmung durch
quadratische Interpolation

Schritt 1: Berechnen Sie die Nullstellen hq,h, des Polynoms
Ah? + Bh + C.
Bestimmen Sie als h die Nullstelle h; mit h; € [a;c|;
falls dies von beiden Nullstellen erfiillt ist, verwen-
den Sie diejenige, fiir die |f (b + h;)| minimal ist.
Im Fall A = 0 setzen Sie h = %, imFall A #0,B =0

setzen Sie h = 4/ — %.
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Nullstellenbestimmung durch
quadratische Interpolation

Schritt 2: Ist |f(b 4+ h)| < ¢, dann stoppen Sie, b + h ist eine
Nédherung der gesuchten Nullstelle.
Sonst bilden Sie aus den vier Punkten a, b, b + h, c eine
neue Klammerung und gehen zu Schritt 1.
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Quadratische Interpolation

o,\s\'l

Abbildung 4: Niherung von f(x) = e* — 5x + 1 durch ein quadratisches

Polynom
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Quadratische Interpolation

Tabelle 1: Verlauf der quadratischen Interpolation fiir f(x) = ¥ — 5x + 1

no Xy Klammerung f(x,) h

1 0,0 2,0

2 1,0 —1,282

3 0,5 0,149

4 0,54586 1,3,2 —0,003 0,04586

5 0,54488 3,4,2 6,41-107¢ 9,8-1074
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13.3 Der Ableitungsbegriff
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Polygonzugniherung

0,5 1
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Naherung durch eine Tangente

0,5 1
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Definition

Eine Funktion f heifst im Punkt x( differenzierbar, wenn der

Grenzwert
. f(x)—=f(x0) . flxo+h)—f(xo)

des Differenzialquotienten existiert.

Der Grenzwert f'(xg) ist die Ableitung der Funktion f an der
Stelle xy.
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Differenzierbarkeit

Die Funktion f : I — R ist differenzierbar im offenen Intervall I,
wenn sie in allen Punkten des Intervalls differenzierbar ist.
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Funktion und Ableitungen

A T R

Abbildung 5: Abbildung 6: Abbildung 7:
flx) =x>—x+1 F(x) =322 — 1 £'(x) = 6x
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Satz

Eine differenzierbare Funktion f ist stetig.
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Ableitungsregeln

Sind f und g differenzierbare Funktionen, dannsind f ¢, f - ¢

und fiir ¢ # 0 auch é differenzierbar. Die Ableitungen sind
gegeben durch

m(f+g) =f=+¢,
B die Produktregel (f-g) = f'¢+ f¢’, und
W die Quotientenregel (é)/ = ]%.

/ /

Insbesondere gilt (Cf)’ = Cf’ fiir C € Rund (é) = -3,
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Die Kettenregel

Istf: I — I"imPunktxg € Iund g: I’ — R im Punkt

Yo = f(x) differenzierbar, dann ist auch die zusammengesetzte
Funktion go f : [ — Rmit (go f)(x) = g(f(x)) im Punkt x
differenzierbar und es gilt die Kettenregel

(80 f) (x0) = &' (f(x0))f (x0).
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Umkehrfunktion

Ist die streng monotone Funktion f in x( differenzierbar mit
f'(x9) # 0, dann ist auch die Umkehrfunktion f~!in yg = f(xg)

differenzierbar mit

(f_l) (Yo) = Flxg)
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Ableitungen

Funktion Ableitung
x",neQ nx"—1

e* e*

a*,a >0 In (a)a*
In (x) :

log, (x),a#1,a>0 1
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Ableitungen

Funktion Ableitung

sin (x) cos (x)

X — sin (x)

(%)
tan (x) COS} 6
cot (x) sinzl(x)
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Ableitungen

Funktion = Ableitung
1

arcsin (x) A x| <1
arccos (x) —ﬁ,|x| <1
arctan (x) 7 j}xZ

arccot (x) — 1J:x2
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Ableitungen

Funktion Ableitung
sinh (x)  cosh (x)

cosh (x)  sinh (x)
tanh (x) Coshlz oln 1 — tanh? (x)
coth (x) — sinh12 oln 1 — coth? (x),x # 0
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Ableitungen

Funktion = Ableitung

arsinh (x)

arcosh (x) T
artanh (x) %, x| <1

arcoth (x) ———, x| >1
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Newton-Verfahren

Y

Xn+1 Xn
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Newton-Verfahren und
Regula Falsi

=

| |
>
| | % |
Xn+1 n
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Newton-Verfahren

Gegeben sind eine auf einem Intervall (a;b) differenzierbare
Funktion f und eine Ndherung x; € (a;b) einer Nullstelle von

f.

Waihlen Sie eine Abbruchgenauigkeit ¢ > 0, esist n = 1.
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Newton-Verfahren

Schritt 1: Ist f/(x,) # 0, dann berechnen Sie
f(xn)

xn+1 = Xp — f,(xn) .

Schritt 2: Ist |f(x,11)| < ¢, stoppen Sie, x,,,1 ist eine Ndherung
der gesuchten Nullstelle.
Sonst setzen Sie n = n + 1 und gehen zu Schritt 1.
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Beispiel

Tabelle 2: Die ersten 3 Iterationen des Newton-Verfahrens fiir
f(x)=¢e*—bx+1

Xn f(xn)]
0 2

0,05 0.14872
0,54438 0,0016477
0,54488 2,189107

I~ W N = | 3
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Beispiel

Tabelle 3: Vier Iterationen des Newton-Verfahrens fiir /4

no Xy X, — V4

2 2,05 0,05
3 2,00061 6,1-10"%
4 2,0000000093 9,3-108
5 2 2,22.1071°
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Definition

Eine Folge (x; ) konvergiert mit der Ordnung r gegen den
Grenzwert x, falls

0 < lim [2n 1 — ]

11— 00 ‘xn —x‘r < 00

erfiillt ist.
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Vergleich

2n 2—n

Xp =10 ,Yp=0c"",2z, = nl—n (quadratisch, linear und superlinear):

Xn Yn

Zn

0,99 2,2

0,980 1 1,483 2397
0,96059601 1,2178833
0,92274469 1,1035775
0,85145777 1,0505130
0,72498033 1,0249453

SN O = W N —~, | 3

1,0

0,25
0,0370370 4
0,003 906 25
0,000 32
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Vergleich

x, = c?, Yp = L nl—n (quadratisch, linear und superlinear):
n  Xxp Yn Zn
7 0,525596 49 1,0123958 0,000 02143
8 0,27625167 1,0061788 0,0000121
9 0,07631498 1,0030847 0,000000059 6
10 0,00582398 1,0015411 0,0000000026
11 0,00003392 1,0007703
12 0,11515-107% 1,0003851
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13.4 Mittelwertsiatze und
Taylor-Entwicklung
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Satz

Ist f eine stetige Funktion auf dem Intervall |a; b|, dann nimmt f
einen maximalen Wert f(c) und einen minimalen Wert f(d) an,
mit ¢, d € |a; b|.
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Satz von Rolle

N
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Satz von Rolle

Ist f im Intervall |a; b] stetig und in (a; b) differenzierbar mit
f(a) = f(b), dann gibt es einen Punkt & € (a;b) mit f'(£) = 0.
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Satz von Rolle
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Der Mittelwertsatz
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Der Mittelwertsatz

Ist f im Intervall |a; b] stetig und in (a; b) differenzierbar, gibt es
einen Punkt & € (a;b) mit
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Der Mittelwertsatz
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Satz

Ist die Funktion f im Intervall [a; b] stetig, in (a; b) differenzierbar
und ist

Vx € (a;b) f'(x) =0,

dann ist f konstant auf |a; b].
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Erweiterter Mittelwertsatz

Sind f und g im Intervall [g; b] stetig, in (a; D) differenzierbar und
ist Vx € (a;b) ¢'(x) # 0, gibt es einen Punkt & € (a;b) mit
f'(&) _ f(b) = f(a)

g'(&)  g(b)—gla)
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Regel von De I"'Hospital

Sind die Funktionen f, ¢ im Intervall [a; b) stetig und in (a; b)
differenzierbar und gilt f(a) = ¢(a) =0, Vx € (a;b) ¢'(x) # 0O,
(x) f(x)

dann existiert mit dem Grenzwert lim,_,, =~ auch lim,_,;, ==<.
g (x) g(x)
f(x)

Dabei ist
/
lim —< = lim f,(x).
x—a g(x)  x—a g'(x)
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Definition

Ist die Ableitung einer differenzierbaren Funktion f selbst wieder
differenzierbar, heifst die Ableitung der Ableitung zweite Ableitung
f": f ist zweimal differenzierbar.

Dies fiihrt man induktiv weiter und erhalt so unter
entsprechenden Voraussetzungen die #-te Ableitung (") und
n-mal differenzierbare Funktionen.

Existiert f") fiir jedes n € N, heift f unendlich oft differenzierbar.
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Naherung durch Polynome

Néherung von f(x) = cos (x) durch f(x) = 1und f(x) =1 —

f(x) = cos (x) —’/ — f(x) =1 L2

I I
-
I I

—1 1
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Definition

Das n-te Taylorpolynom mit Entwicklungspunkt xg einer an dieser
Stelle (mindestens) n-mal differenzierbaren Funktion f ist das

Polynom

£ (xp)

Tu(x, x0) = 'Zo G (X x0)".
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Satz

Ist f in [a; b] n-mal differenzierbar und (") in (a;b)

differenzierbar, dann existiert zu x € |a; b] ein & € (a; x) mit

n £ (g - fntl
f(x) =Tu(x,a)+Ry(x,a) = Z oA )(x—a)l+f 1(5) (x —a)*Tt,
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Satz

Die Taylorreihe einer unendlich oft differenzierbaren Funktion f
an der Entwicklungsstelle a konvergiert genau dann im Punkt x
gegen den Funktionswert f(x), wenn lim,,_.. R, (x,a) = 0 ist.
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Satz

Die durch die Potenzreihe §%°, 4;x' mit dem Konvergenzradius R
dargestellte Funktion ist differenzierbar.

Die Potenzreihe ¥, ia;x'~! hat denselben Konvergenzradius
und stellt im Konvergenzintervall (—R; R) die Ableitung dar.
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13.5 Lokale Extrema
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Satz

Eine in einem Intervall (a; ) differenzierbare Funktion f ist
monoton wachsend, wenn

Vxe(ab) f(x) >0

erfiillt ist.

Gilt das Gleichheitszeichen hochstens in isolierten Punkten, dann
ist f streng monoton.
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Satz

Eine in einem Intervall (a; ) differenzierbare Funktion f ist
monoton fallend, wenn

Vxe (a;b) f(x) <0

erfiillt ist.

Gilt das Gleichheitszeichen hochstens in isolierten Punkten, dann
ist f streng monoton.
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Konvex und konkav

konkav

konvex

|-<

I
a

S~
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Definition

Eine differenzierbare Funktion f ist konvex, wenn ihre Ableitung
monoton wéchst.

Eine differenzierbare Funktion f ist konkav, wenn ihre Ableitung
monoton fallt.
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Satz

Die zweimal differenzierbare Funktion f ist genau dann konvex,
wenn " (x) > 0,

Die zweimal differenzierbare Funktion f ist genau dann konkav,
wenn " (x) <0.
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Lokales Maximum

Ein Punkt xy im Definitionsbereich einer Funktion f heifst lokales
Maximum von f, wenn es eine Umgebung von Us(xg) gibt mit

Vx € Us(xg) f(x) < f(xp).
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Lokales Minimum

Ein Punkt xy im Definitionsbereich einer Funktion f heifst lokales
Minimum von f, wenn es eine Umgebung von Us(x) gibt mit

Vx € Us(xg) f(x) > f(xp).
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Lokale und globale Extrema
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Satz

Wenn f in x( differenzierbar ist und in x( ein lokales Extremum
besitzt, dann ist f'(xg) = 0.
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Lokales Minimum
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Sattelpunkt
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Satz

Hat f im Punkt xy Ableitungen bis mindestens n > 2 und ist
fOD(x)=0,1<i<n—1und f"(xy) # 0, so besitzt f in xg
genau dann ein relatives Extremum, wenn n gerade ist.

Es liegt bei geradem # ein lokales Maximum vor fiir (") (x) < 0
und ein lokales Minimum im Fall £ (xg) > 0.
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Definition

Die in xg differenzierbare Funktion f hat einen Wendepunkt in x,
wenn die erste Ableitung f’ in x ein lokales Extremum hat.
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f(x) = sin (x) + sin (2x)

Fiihren Sie eine Kurvendiskussion fiir diese Funktion durch!

I

2
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13.6 Polynom-Interpolation
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Definition

Fiir die n + 1 Stiitzstellen xp < ... < x5, sind die
Lagrange-Polynome L; gegeben durch

o) — T x—x
L@ =[] i
(x —x0) -~ (¥ — 1) (x — Xi4q) (x — xn)
(xi —xq) -+ (i — xi—1) (% — Xi41) (x; — xn)
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Satz

Fiir die Lagrange-Polynome gilt deg(L;) = n und L;(x;) = ¢;;.
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Satz

Die Lagrange-Interpolation 16st das Interpolationsproblem
p(xi) =yi,0<i<n

durch das eindeutig bestimmte Polynom

n

p(x) = _ZO y;iLi(x).
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Satz

Ist f eine (1 + 1)-mal differenzierbare Funktion mit
Definitionsbereich |a; b] und p das durch die
Lagrange-Interpolation bestimmte Polynom zu f(x;) = y;.

Dabei wird a = x¢p < - -+ < x,;, = b angenommen.

Fiir jedes x € [a; b] gibt es ein & € [a; b] mit

_ @) -
f(X) —P(X) — (n+1)! |_| (x_xi)°

1=0
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Lagrange-Interpolation

Polynomgrad: 3
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Lagrange-Interpolation

Polynomgrad: 7
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Der Runge-Effekt

l—i—x2

1l ps
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Satz

Die Abschnittspolynome

Qr(x) =cot+cr(x—x0) +-- -+ [] (x—xi)
0<i<k

stellen die Losung Py;_x(x) der Interpolationsaufgabe
p(x;) =y;,0 <i<kdar

Es gilt

Po1..k4+1(x) = Por. xk(x) + g1 (x —x0) -+ -+ - (x — xx).
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Definition

Die durch k + 1 Wertepaare (x;, y;),0 < i < k eindeutig
festgelegten Koeffizienten der Abschnittspolynome c; heifsen k-te
dividierte Differenz:

Ck :f[xo,xl,...,xk].
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Newton’sche
Interpolationsformel

Gegeben ist die Interpolationsaufgabe p(x;) = y;, 0 < i < n.
Berechnen Sie die Koeffizienten c; der Losung

Pu(x) =co+c1(x—x0) + - +cn [y (x — x;):

Schritt 1: Setzen Sie f|x;] = y;, 0 <i < nund

flxi, xigq] = flxi] _f[xi],O <i<n—1lundk=2.
Xit1 — X
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Newton’sche
Interpolationsformel

Schritt 3: Berechnen Sie fur0 <i<n —k

_ S Xip = XX g1 ]
flxi, xigq1 oo, Xipg] = = EAE— .

Schritt 4: Setzen Sie k = k 4 1. Ist k = n, dann stoppen Sie, die
Koeffizienten sind gegeben durch ¢; = f|xg, ..., x;|.
Ist k # n, gehen Sie zu Schritt 2.
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Newton’sche
Interpolationsformel

xg | flxo]
flxo, x1]
xy | flx] flxo, %1, x2]
flx1, x2] flxo, x1, %2, x3]
x| flxo] flx1, x2, x3] flxo, x1,x2, %3, x4]
flxa, x3] flx1, x2, x3, x4]
x3 | flxs] flx2, x3, x4]
flxz, x4]
Xg | flxa]
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Aufgabe

Interpolationsaufgabe: p(0) =1, p(1) =0, p(2) = 3.

0|1
110
23
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Losung

Interpolationsaufgabe: p(0) = 1, p(1) =0, p(2) = 3.

01
—1
110 2
3
213

Losung: p(x) =1 —x+2x(x —1) = 2x? — 3x + 1.
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Neville-Algorithmus

Gegeben ist die Interpolationsaufgabe p(x;) = y;, 0 < i < n.
Schritt 1: Setzen Sie Py = y;, 0 < i < n.

Schritt 2: Berechnen Siefiir1 < j<nundj<i<mn

x; — x'

v~ L= ~ Pig-n)

Dann ist P,;, = p(x/).
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Neville-Algorithmus

xo | Poo = yo
x1 | Pro=v1 Pn
X2 | Poo=vy2 Pr1 Px

x3 | Pso =y3 P31 P P33 = p3(x')
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Aufgabe

Bestimmen sie fiir das Interpolationsproblem p(0) =1, p(1) =0
und p(2) = 3 den Wert p,(3):

01
110
23
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Losung

Bestimmen sie fiir das Interpolationsproblem p(0) =1, p(1) =0
und p(2) = 3 den Wert p,(3):

—
L O =
| N|+—
N[ Qo
Q

- 193 -
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Losung

(0,1)
\ (1,0

Abbildung 8: Die Losung der Interpolationsaufgabe p(0) = 1,p(1) = 0
und p(2) =3
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Binde-Eigenschaften

H3(0)=1, H3'(0)=0, H3'(1)=0, H3(1)=0,
H3(0) =0, H¥(0)=1, H¥(1)=0, H3(1)=0,
H3(0)=0, H¥(0)=0, H¥(1)=1, H3(1) =0,
H3(0)=0, H3(0)=0, H}(1)=0, H3(1)=1.
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Hermite-Polynome

Hs(x) = 2x° — 3x* + 1,
Hj(x) = x° —2x* + x,
H3(x) = x° — x?,

H3 (x) = —2x° + 3x?

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005 Differenzialrechnung - 196 -



Hermite-Polynome

Hp

-

Abbildung 9: HS und Hg
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Hermite-Polynome

0,5

H;

Abbildung 10: H; und H>
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Satz

Die Hermite-Polynome 16sen das Interpolationsproblem
p(0) = yo, (1) = y1,p'(0) = mo, p'(1) = m
durch den Ansatz

p(x) = yoHp (x) + moH (x) +m1Hj (x) + y1 H3 (x).
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Beispiel

(1,0)

(0,1

-

Abbildung 11: Die Losung der Interpolationsaufgabe p(0) = 0, p(1) = 2,
p'(0)=0,p'(1) =1
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Beispiel

&

(1,0)
Abbildung 12: Die Losung der Interpolationsaufgabe aus Abbildung 8

mit einem lokalen Minimum in x = 1.
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