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Bestimmtes Integral
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Bestimmtes Integral
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Flachenannaherungen
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Definition

Gelingt es, die Flache F unter dem Graphen einer Funktion f zu
berechnen, dann heifst das Ergebnis bestimmtes Integral iiber f von
a nach b:

F = /abf(x)dx.

Funktionen, fiir die das bestimmte Integral existiert, heifsen
integrierbar.

a ist die untere, b die obere Integrationsgrenze.
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Untersumme
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Satz

Ist f eine auf dem Intervall |g; b] definierte Funktion und sind die
Punktea = xp < x1 < ... <x,-1 < x; = b eine Zerlegung dieses
Intervalls. Ist x* € [x;_1; x;| beliebig gewdhlt und

o = maxlgign(xi — xi_l).

Das bestimmte Integral von f tiber a und b ist gegeben als

[ F)dx = tim > 57) =00,

0—0 ;

falls der Grenzwert existiert.
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Beispiel

/
Abbildung 1: Das bestimmte Integral von 5x + 1 tibera = =2 und b =1
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Beispiel

Abbildung 2: Das bestimmte Integral von f(x) = x — 1 tiber a = 0 und
b=23
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Satz

Das bestimmte Integral der konstanten Funktion f(x) =
berechnet sich als

/adex:C(b—a).

C
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Satz

Fiir die stetigen Funktionen f, g gilt

/ab(clf(x) =+ ng(x))dx =y /abf(x)dx + Cz/a g(x)dx

Insbesondere gilt

b

/ab Cf(x)dx = C/abf(x)dx.
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Abschatzungen
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Satz

Fiir die stetige Funktion f mitV x € [a;b] m < f(x) < M gilt

m(b—a) < /abf(x)dx < M(b—a).
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Mittelwertsatz der
Integralrechnung

Ist f eine stetige Funktion auf [a; b], dann gibt es ein & € (a; b) mit

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005 Integralrechnung - 15 -



14.2 Stammfunktionen und
unbestimmte Integrale
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Definition

Fiir eine gegebene Funktion f heifst eine differenzierbare Funktion
F mit F' = f Stammfunktion oder unbestimmtes Integral von f.

Wir schreiben fiir eine Stammfunktion von f

F:/f(x)dx.
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Satz

Besitzt die Funktion f eine Stammfunktion F, dann ist F(x) + C
mit C € R die Gesamtheit aller Stammfunktionen.
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Stammfunktionen

Funktion

Stammfunktion | Funktion Stammfunktion
x', e R,a # —1 zij +C sin (x) —cos (x) +C
: In|x|+C cos (x) sin (x) + C
e~ e* +C vﬁ%33’|x|<:]' arcsin (x) + C
a*,a >0 lnl(a) a* +C Hlxz arctan (x) + C
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Richtungsteld
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Stammfunktion
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Stammfunktion fiir f(x) = v1+x% —xmit F(—1) = —1
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Satz

Das bestimmte Integral einer stetigen Funktion f ist eine stetige
Funktion der oberen Integrationsgrenze.
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Satz

Ist f stetig im Intervall |a; b] und x € [a; ], dann ist die Funktion
F(x) = [ f(t) dt differenzierbar in (a; b) mit
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Hauptsatz der Differenzial-
und Integralrechnung

Ist f stetig im Intervall I, dann gilt fiir jede Stammfunktion F von
fundallea,becl

[ Fioyat = K@) ~ (@) = [F):
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14.3 Integrationstechniken
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Partielle Integration

Sind f und g auf dem Intervall [g; b] stetig differenzierbar, dann
ist die Funktion f(x)g(x) — [ f'(x)g(x)dx eine Stammfunktion

von £(x)g/(x);

[ F0g/ (x)dx = f(x)g(x) — [ F(x)g(x)dx.
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Substitutions-Regel

Sind f und g Funktionen, fiir die die Einsetzung f(g(t))

funktioniert.

Ist f stetig, ¢ stetig differenzierbar, surjektiv und streng monoton,

dann gilt

“(b)
[ fax= [ " paegwar

g 1(a)
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Beispiel
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14.4 Numerische Integration
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Trapezregel
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Trapezregel

Schritt 1: Unterteilen Sie das Intervall [a;b] in n dquidistante
Teilintervalle a = xp < x1 < ... < x; = b, setzen
Sie h = X —X;—1.

Schritt 2: Berechnen Sie die Ndherung

a n—1
Tn_h<]¥+lzlf(xi)+@>.
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Kepler’sche Fassregel

Das Integral [? f(x) dx wird durch b0 (f(a) +4f(“50) + £(b))
angendhert.

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005 Integralrechnung - 32 -



Simpson-Regel

Schritt 1: Unterteilen Sie das Intervall [4;b] in n = 2k dquidi-
stante Teilintervalle a = xg < x1 < ... < x, = b,
h = X; —X;_1.

Schritt 2: Berechnen Sie die Ndherung

k
Snzﬁ
3:

(f(x2i—2) +4f(x2i-1) + f(x2)).

1

1
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Newton-Cotes-Formeln

Name Gewichte S Ordn.
Trapezregel 1 1 2 1
Fassregel 1 4 1 3 3
2-Regel 1 3 3 1 5 |3
Milne-Regel |7 32 12 32 7 L |5

19 75 50 50 75 19 288 | 5
Weddle-Regel | 41 216 27 272 27 216 41 | 140 |7
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Gaufs-Legendre-Quadratur

Schritt 1: Suchen Sie in einem Tafelwerk die Nullstellen x; des
n-ten Legendre-Polynoms.

Berechnen Sie w; = (1_x')(2P, G2 1 <1< n.

Schritt 2: Berechnen Sie die Naherung GL, = S | w; f(x;).
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Beispiel

Tabelle 1: Gewichte und Stiitzstellen fiir die Gaufs-Quadratur zu n = 10.

x; | =0,148874 +0,433395 =0,679409 =0,865063 =+0,973907
w; | 0,295524 0,269 267 0,219 086 0,149 451 0,066 671
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14.5 Numerische Losung von
gewOhnlichen
Differenzialgleichungen
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Definition

Eine Gleichung, in der Ableitungen einer unbekannten Funktion
y = y(x) bis zur n-ten Ordnung auftreten, heifst gewohnliche
Differenzialgleichung n-ter Ordnung.

Ist die Gleichung in der Form
F(x;y;y’;...;y(”)) =
gegeben, heifst die Gleichung implizit; eine Gleichung in der Form

vy = fGy ;.. yY)

wird explizit genannt.

Manfred Brill: , Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©2005 Integralrechnung - 38 -



Definition

Eine Funktion y = y(x) heif$t eine Losung der
Differenzialgleichung, wenn sie mit ihren Ableitungen die
Differenzialgleichung identisch erfiillt.
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Euler-Verfahren

Schritt 1:

Schritt 2:

Schritt 3:

Wihlen Sie zu den Anfangswerten (xg, yg) und der

Funktion f das Intervall [xp; xy] und h = 270, Set-

zen Sien = 0.
Berechnen Sie
Xnt1 = Xn T h,

Yn+l = Yn + hf(xn/ yn)

Ist n = N, dann stoppen Sie; sonst setzen Sie n =
n + 1 und gehen zu Schritt 2.

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005 Integralrechnung - 40 -




Euler-Verfahren

. ! Xi Yi
L X Yi

5 0,5 1,782071
O 0,0 1,0

6 0,6 2,020278
1 0,1 1,11

7 0,7 2,29230591
2 0,2 1,241

8 0,8 2,601536501
3 0,3 1,395

9 0,9 2,951690151
4 0,4 1,57461

10 1,0 3,346859166
Tabelle 2: Das Euler-Verfahren fiir v/ = x+ v, y(0) = 1 mith =0, 1
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Euler-Verfahren

-

1
Abbildung 3: Das Euler-Verfahren fiir v’ = v, y(0) = 1 mit h; = 0,25 und
hy = 0,01
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Definition

Ist y(x; y,,) die exakte Losung des Anfangswertsproblems

y' = f(x,v),y(xn) = vy, dann ist der lokale Diskretisierungsfehler
£(x,41,h) an der Stelle x,,,1 = x;,, + h eines
Diskretisierungsverfahrens durch

e(xn+1,h) = y(Xnt1;Yn) — Yns1
gegeben.

Das Diskretisierungsverfahren hat die Konsistenzordnung p, wenn
(xp41,h) = O(hPTY) erfiillt ist.
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Definition

Ist y(x, ) die exakte Losung der Differenzialgleichung v’ = f(x, y)

zum Anfangswert y(xg) = yo und v, die durch ein
Diskretisierungsverfahren bestimmte Ndaherung im Punkt x,,.

Der globale Fehler e(x,11,h) ist definiert durch
e(Xnt1,h) = Y(Xn41) = Yn1.

Das Diskretisierungsverfahren hat Konvergenzordnung p, falls
e(xy, h) = O(hP) erfillt ist.
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Lokaler und globaler Fehler

<—e(x3,h)
I 8(3(33, h)

| | | | -

X0 X1 X X3

Abbildung 4: Lokaler und globaler Fehler des Euler-Verfahrens fiir y’ = y
mith =0,1
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Lokaler und globaler Fehler

Abbildung 5: Lokaler und globaler Fehler des Euler-Verfahrens mit i =
0,1firy’ =y
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Satz

Fiir das Euler-Verfahren zur Losung der Differenzialgleichung

y' = f(x,y) gilt
e(Xpt1,h) = O(hz)/

falls die exakte Losung y stetig ditferenzierbar ist.
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Satz

Ist die Funktion f auf der rechten Seite der Differenzialgleichung
y' = f(x,y) stetig differenzierbar und erfiillt f fiir alle x € I und
Y,z € R die Ungleichung

f(ty) —ft,z)| <Lly—z|,LeR,

hat das Euler-Verfahren die Konvergenzordnung 1.
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Globaler Fehler

te(1,h)
1072 +
1073 +
1074 +

| | | | @

107* 107° 1072 107!
Abbildung 6: Der globale Fehler des Euler-Verfahrens fiir ¥/ = vy in

doppelt-logarithmischer Darstellung
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Vektorfeld

D1,
N

Das Vektorfeld des Differenzialgleichungssystems
vi = —y2,¥2 = y1, (11(0),¥2(0)) = (1,0).
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Euler-Verfahren

N
SV

Losung des Differenzialgleichungssystems y; = —y2, y5 = Y1,
(y1(0),y2(0)) = (1,0) durch das Euler-Verfahren mit Schrittweite
h=0,1.
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Heun-Verfahren

Schritt 1:

Schritt 2:

Schritt 3:

Wihlen Sie zu den Anfangswerten (xg, yg) und der

Funktion f das Intervall [xp; xn], h = =22, n = 0.

Berechnen Sie
kl — f(xi’l/ ]/n);kz — f(xn _|— h/ yn —|_ hkl)/
h
Yntl = Yn + E(kl +ky).

Ist n = N, dann stoppen Sie; sonst setzen Sie n =
n+1, x,41 = x; + h und gehen zu Schritt 2.
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Heun-Verfahren

Yn + hk2
Yn+1

ko

Yn + ]’lkl

Xn Xn+h
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Runge-Kutta-Verfahren

Schritt 1: Wéahlen Sie zu den Anfangswerten (xg, yp) und der
Funktion f das Intervall [x; xy], h = =22,
Setzen Sie n = 0.
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Runge-Kutta-Verfahren

Schritt 2: Berechnen Sie
kl — f(xn/ yn)/kz — f(xl’l —I— %/ yn _I_ gkl)/
k3 — f(xn —I_ %/ yn _|_ %k2)1k4 — f(xn —|_ h/ ]/n _I_ hk3)/
Yni1 = Yn + (ks + 3ka + 3ks + gka).

Schritt 3: Ist n = N, dann stoppen Sie; sonst setzen Sie n =
n+1, x,41 = x; + h und gehen zu Schritt 2.
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Runge-Kutta-Verfahren
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Globale Fehler

}e(1,h)
Euler
101 |- ./././.
'/././‘ Heun
107% —
Runge-Kutta
10—10__
: :
1073 1072 101
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Runge-Kutta

I\

A
N

Losung des Differenzialgleichungssystems y; = —vy2, ¥, = y1,

(y1(0),y2(0)) = (1,0) durch das Runge-Kutta-Verfahren mit
Schrittweite h = 0, 1.
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