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9.1 Geometrische Vektoren
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Punkte und Vektoren

x = XY
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Definition

Die Summe u + v zweier Vektoren u und v ist der eindeutig
bestimmte Vektor vom Anfangspunkt von u zum Endpunkt von

V.

Dabei stimmt der Anfangspunkt von v mit dem Endpunkt von u

tiberein.
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Vektoraddition
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Definition

Die Differenz der Vektoren u und v ist gegeben als

u—v=u+(—v).
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Differenz von Vektoren
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Definition

Das Produkt zwischen dem Vektor u # 0 und dem Skalar A € R ist
der Vektor Au, dessen Lange das |A|-fache der Lange von u
betragt.

Seine Richtung stimmt fiir A > 0 mit der von u tiberein, fiir A < 0
ist sie entgegengesetzt.

Das Ergebnis dieser Operation heifst skalares Vielfaches von u. Es ist
Au = 0, wenn A = 0 oder u = 0 ist.
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Skalare Vielfache

2u
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Skalare Vielfache
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Koordinaten im
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Koordinaten im R’
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Definition

Sind x = (x1,x2,...,x,) und y = (y1, Y2, - -

im R", dann ist die Vektoraddition durch

X+y=(x1+y1,x2+Yy2,..

definiert.

., Yn) zwei Vektoren

-;xn‘l‘yn)
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Definition

Istx = (x1,%2,- -+ ,x;) € R"und A € R ein Skalar, ist das skalare
Vielfache durch
Ax = (Ax1, Axp, - -+, Axy)

gegeben.
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Satz

Fiir Vektoren u und v € R” und Skalare A, u € R ist (R”, +) eine
abelsche Gruppe mit neutralem Element 0 und inversem Element
—u.

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005 Vektoralgebra - 15 -



Satz

Fiir die skalaren Vieltachen gelten die Regeln
B (A4 p)u = Au+ uu,
B A(u+v)=Au+ Ay,
B (Au)u = A(pu), und

B lu =u.
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Vektor mit Anfangs- und

Endpunkt

by
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Addition eines Punkts und
eines Vektors
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9.2 Geraden und Ebenen im

Qn
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Definition

Fir einen Punkt P und einen Vektor v € R", v #£ 0, ist
G(Pv)={XeR"|AA€RX =P+ Av}

eine Gerade durch den Punkt P mit Richtungsvektor v.

Diese Darstellung wird Parameterdarstellung der Geraden genannt.
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Parameterdarstellung

Abbildung 1: Eine Gerade im R?
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Definition

Eine Teilmenge E C R" ist eine Ebene, wenn es einen Punkt P und

zwei Vektoren v, w € R" gibt mit

E(Pv,w)={XeR" A, peRX=P+Av+ uw}

Diese Darstellung heifst Parameterdarstellung der Ebene.
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Parameterdarstellung
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Abbildung 2: Eine Ebene im R3
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Baryzentrische Koordinaten
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Satz

Eine Teilmenge G C R? ist genau dann eine Gerade, wenn es
reelle Zahlen a, b, c mit a # 0 oder b # 0 gibt mit

G={(xy) €R*|ax+by+c=0}.

Diese Darstellung der Geraden heifst implizite Darstellung.
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Koordinatenachsen
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Koordinatenachsen
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Koordinatenachsen
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9.3 Das euklidische
Skalarprodukt im R”
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Definition

Fiir Vektoren x = (x1, ..

L xp)undy = (yq, ..

euklidische Skalarprodukt definiert als

n
(x,y) = Z XiYi-
i=1

., Yn) € R"ist das
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Satz

Fiir die Vektoren x,y,z € R"” und A € R ertiillt das euklidische
Skalarprodukt die folgenden Regeln:
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Definition

Die euklidische Norm eines Vektors x € R" ist gegeben durch
Ix[[ = 1/ %)

Der euklidische Abstand der Punkte X, Y € R" ist gegeben durch

dist (X,Y) = [|XY].
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Cauchy-Schwarz’sche
Ungleichung

Fir x,y € R" gilt

%y | < I -lyll-

Fiury # 0ist [(x,y)| = ||x|| - ||y|| genau dann, wenn es ein A € R

mit x = Ay gibt.
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Satz

Fiir alle Vektoren x,y € R” und A € R gilt:

W x| >0,|x]|=0&x=0,

B ||Ax]| = [A] - ||x]|, und

B die Dreiecksungleichung ||x +y|| < ||x|| + ||y]]-
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Satz

Fiir alle Punkte P, Q € R" gilt:
W dist(P,Q) >0,dist(PLQ)=0&P=Q
W dist (P, Q) =dist (Q,P) und

W die Dreiecksungleichung:

VZ € R" dist (P, Q) < dist (P, Z) +dist (Z,Q).
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Satz

Fiir Vektoren x,y € R" ist (x,y) = 1|Ix +y||*> — z|Ix — y||*.
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Definition

Zwei Vektoren x,y € R" sind genau dann orthogonal, x Ly, wenn
(x,y) =0.
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Orthogonale Vektoren

x = (2,1)

(1,-2)
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Satz von Pythagoras
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Satz von Pythagoras

Sind x, y € R" orthogonale Vektoren, dann gilt der Satz von
Pythagoras im R":

Ix+ylI* = lIx|I* + llyll*
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Definition

Ist U eine Gerade oder Ebene im R”, dann heifst ein Vektor n € R”
Normalenvektor der Geraden oder Ebene, wenn

VX,Y € U (n,XY) =0

gilt.
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Satz

Ist G(P, v) eine Gerade im R”, dann ist n € R"” genau dann ein
Normalenvektor von G, wenn n_Lv.
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Normalenvektor und Gerade
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Orthogonale Projektion
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Satz

Fiir Vektoren x, v € R"” mit v # 0 ist die Orthogonalprojektion
von x = PX auf v gegeben durch

projy(x) = [v]]2 v
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Satz

Eine Teilmenge E C R3 ist genau dann eine Ebene, wenn es reelle
Zahlen a, b, ¢, d gibt, die nicht alle gleich null sind, mit

E={(xyz2) €ER’|ax+by+cz+d=0}.
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Abstand zwischen Punkt und
Gerade

R X
n
W |
P M projyw G
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Abstand zwischen Punkt und
Ebene
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Orientierter Abstand
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9.4 Das Vektorprodukt im

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005 Vektoralgebra

50



Definition

Sind x = (x1,x2,x3) und y = (y1,y2, y3) € R?, ist das
Vektorprodukt gegeben durch

XXYy= (xzy3 — X3Y2,X3Y1 — X1Y3,X1Y2 — x2y1)-

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005 Vektoralgebra

- 51 -



Satz

Fiir Vektoren x,y, z € R3 gilt:
B (x,xxy) =0(y,xxy)=0,
2
B xxyl? = lIxllyl* = (xy)",
B xx(yxz)=(x2z)y—(x¥y)zund

B (xxy)xz=(x2)y—(y, z) X
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Satz

Fiir Vektoren x,y,z € R?> und A € R gelten die folgenden
Rechenregeln fiir das Vektorprodukt:

B XxXy=-yXX,
B xX(y+z)=xXy+xXz (X+y)XZzZ=XXZ+YyXz,
B A(x xy) = (Ax) Xy =x X (Ay),

B xX0=0xx=0xxx=0.
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Die Rechte-Hand-Regel

A
y | Zeigefinger

Daumen
XXy Mittelfinger
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Satz

Sind x, y € R3 und 6 der von ihnen eingeschlossene Winkel, dann
ist

>yl =[] - ][yl sin®.
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Flache eines Parallelogramms

Iyl sin (6) j
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Definition

Sind u, v, w € R3, dann heif3t die Zahl
(U, v X W)

Spatprodukt von u, v, w.

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005

Vektoralgebra

- 57 -



Spatprodukt

V XW
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Satz

Der Betrag des Spatprodukts |(u, v x w)| der Vektoren
u,v,we R entspricht dem Volumen des von ihnen
aufgespannten Parallelepipeds.
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