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Folien zum Kapitel 10
Vektorräume



10.1 Vektorräume
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Definition

Ist (K, +, ·) ein Körper mit Nullelement 0 und Einselement 1,
heißt die Menge V 6= ∅ K-Vektorraum, wenn es eine algebraische
Operation + : V × V → V und die skalare Multiplikation
K × V → V mit (λ, x) 7→ λx gibt, sodass (V, +) eine abelsche
Gruppe ist, und

(λ + µ)x = λx + µx, λ(x + y) = λx + λy,

(λ ·µ)x = λ(µx) und

1x = x

für alle x, y ∈ V und λ, µ ∈ K erfüllt ist.
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Definition

Das neutrale Element in (V, +) heißt Nullvektor 0.
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Vektorräume von Funktionen

-

6

f

g

f + g

Manfred Brill: ”Mathematik für Informatiker“, ISBN 3-446-22802-0 c©2005 Vektorräume – 5 –



Vektorräume von Funktionen
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Satz

Ist V ein K-Vektorraum, x ∈ V ein Vektor und λ ∈ K, gilt

0x = 0, λ0 = 0,

(−1)x = −x, λx = 0 ⇒ λ = 0 ∨ x = 0.
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Definition

Ist V ein K-Vektorraum und W ⊆ V eine nicht-leere Teilmenge,
heißt W Unterraum, wenn

∀x, y ∈ W ⇒ x + y ∈ W

und

∀x ∈ W, λ ∈ K ⇒ λx ∈ W

erfüllt ist.
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Satz

Ist Ax = 0 ein lineares Gleichungssystem mit der m × n-Matrix A,
bildet die Menge aller Lösungsvektoren einen Unterraum des R

n.
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10.2 Linearkombinationen
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Definition

Ein Ausdruck der Form
k

∑
i=1

λixi ,

bei dem k Vektoren x1, . . . , xk eines Vektorraums V mit k Skalaren
λ1, . . . , λk ∈ R multipliziert und dann addiert werden, heißt
Linearkombination der Vektoren x1, . . . , xk.
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Definition

Die Menge aller Linearkombinationen von Vektoren x1, x2, . . . xk

aus einem Vektorraum V wird Spann von x1, x2, . . . xk genannt:

[x1, x2, . . . , xk] = {y ∈ V | y =
k

∑
i=1

λixi , λi ∈ R}.

Die Vektoren x1, x2, . . . xk heißen erzeugende Vektoren des Spanns.
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Satz

Der Spann von k Vektoren in einem reellen Vektorraum V ist ein
Unterraum.
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Definition

Die Vektoren x1, . . . , xk eines Vektorraums V werden linear
abhängig genannt, wenn sich mindestens einer von ihnen als
Linearkombination der übrigen k − 1 Vektoren darstellen lässt.

Ist dies nicht möglich, heißen die Vektoren x1, . . . , xk linear
unabhängig.
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Linearkombination im R
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10.3 Basis und Dimension
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Definition

Sind x1, x2, . . . , xk linear unabhängige Vektoren eines
Vektorraums V, heißt die Menge {x1, . . . , xk} eine Basis des
Unterraums [x1, . . . , xk].
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Satz

Die Vektoren x1, . . . , xn eines Vektorraums V sind genau dann
linear unabhängig, wenn für jede Linearkombination der
Vektoren mit ∑n

i=1 λixi = 0 für die Skalare λi = 0, 1 ≤ i ≤ n folgt.
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Satz

Ist U ein Unterraum eines Vektorraums V und {x1, . . . , xn} eine
Basis von U, so ist für alle Vektoren z ∈ U die Darstellung als
Linearkombination der Basisvektoren eindeutig bestimmt.
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Definition

Die eindeutig bestimmten Skalare λ1, . . . , λn in der Darstellung
eines Vektors z bezüglich einer gegebenen Basis {x1, . . . , xn}

heißen Koordinaten von z bezüglich der Basis.

Der Vektor (λ1, . . . , λn)T ∈ R
n heißt Koordinatenvektor.
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Satz

Ist {x1, . . . , xn} eine Basis des Unterraums U des Vektorraums V
und enthält eine Teilmenge von U mehr als n Elementen, dann ist
sie linear abhängig.

Ist {y1, . . . , ym} eine von {x1, . . . , xn} verschiedene Basis, dann
gilt n = m.
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Definition

Ist {x1, . . . , xn} eine Basis von U, dann hat U die Dimension n;
geschrieben

dim(U) = n.
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Satz

Sind B = {x1, . . . , xn} und B′ = {y1, . . . , yn} Basen eines
Unterraums U. Dann gilt für die Koordinaten (u)B und (u)B′

eines Elements u ∈ U
uB = PuB′ .

Dabei wird die n × n-Matrix P spaltenweise aus den Koordinaten
der Basisvektoren yi bezüglich der Basis B gebildet.

Die Matrix P heißt Basistransformationsmatrix von B′ nach B.
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Satz

Die Basistransformationsmatrix P von einer Basis B′ zu einer
Basis B ist invertierbar und P−1 ist die
Basistransformationsmatrix von B nach B′.
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10.4 Zeilen- und Spaltenräume
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Definition

Der Unterraum ZR(A), der von den Zeilenvektoren einer
m × n-Matrix aufgespannt wird, heißt Zeilenraum.

Der Spaltenraum SR(A) ist der Unterraum in R
m, der von den

Spaltenvektoren aufgespannt wird.

Die Dimensionen dieser beiden Unterräume werden Zeilenrang
und Spaltenrang genannt.
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Definition

Der Lösungsraum eines homogenen linearen Gleichungssystems
Ax = 0 heißt Nullraum NR(A) der Matrix A.
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Satz

Entsteht die Matrix B aus der Matrix A durch endlich viele
elementare Zeilenumformungen, gilt ZR(A) = ZR(B) und
NR(A) = NR(B).
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Satz

Die Matrix B geht aus der Matrix A durch elementare
Zeilenumformungenhervor.

Die Spaltenvektoren a1, . . . , an von A sind genau dann linear
unabhängig, wenn die Spaltenvektoren b1, . . . , bn von B linear
unabhängig sind.

{a1, . . . , an} ist genau dann eine Basis von SR(A), wenn
{b1, . . . , bn} eine Basis von SR(B) ist.
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Satz

Sind a1, . . . , ak die Zeilenvektoren der Zeilenstufenmatrix A, die
ungleich 0 sind, dann ist {a1, . . . , ak} eine Basis von ZR(A).
Insbesondere ist der Zeilenrang von A gleich k.

Die Spaltenvektoren, die eine der führenden Einsen der Vektoren
a1, . . . , ak enthalten, sind eine Basis von SR(A).
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Bestimmung einer Basis von
[a1, . . . , am] ⊆ R

n

Schritt 1: Schreiben Sie die Vektoren ai als Spaltenvektoren in
eine n × m-Matrix.

Schritt 2: Formen Sie die Matrix durch elementare Zeilenum-
formungen in Zeilenstufenform um.

Schritt 3: Die Spaltenvektoren der Zeilenstufenform ungleich 0
sind Basisvektoren des Spanns [a1, . . . , am].
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Satz

Der Zeilen- und der Spaltenraum einer Matrix A haben dieselbe
Dimension.
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Definition

Die Dimension des Zeilen- und Spaltenraums einer Matrix A
heißt Rang von A, als Symbol Rang (A).

Als Defekt von A, Def (A), wird die Dimension des Nullraums
bezeichnet.
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Satz

Für jede Matrix A gilt Rang (A) = Rang (AT).
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Satz

Für eine Matrix A mit n Spalten gilt

Rang (A) + Def (A) = n.
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Satz

Das lineare Gleichungssystem Ax = b ist genau dann lösbar,
wenn

Rang (A) = Rang ((A|b))

erfüllt ist.
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Satz

Jede Lösung des linearen Gleichungssystems Ax = b setzt sich
zusammen aus einer speziellen Lösung xs des Gleichungssystems
und einer beliebigen Lösung xh des zugehörigen homogenen
linearen Gleichungssystems:

x = xs + xh.
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10.5 Vektorräume mit
Skalarprodukt
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Definition

Ein Skalarprodukt auf einem R-Vektorraum V ist eine Abbildung,
die jedem Paar von Vektoren (x, y) eine reelle Zahl zuordnet,
sodass für alle Vektoren x, y und z und Skalar λ ∈ R die
folgenden Eigenschaften erfüllt sind:

〈x, y〉 = 〈y, x〉, 〈x + y, z〉 = 〈x, z〉 + 〈y, z〉, 〈λx, y〉 = λ 〈x, y〉
und

〈x, y〉 ≥ 0, 〈x, x〉 = 0 ⇔ x = 0.

Ein reeller Vektorraum mit einer solchen Abbildung heißt
R-Vektorraum mit Skalarprodukt.
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Definition

Ist V ein Vektorraum mit Skalarprodukt, dann ist die Norm oder
Länge eines Vektors x ∈ V durch

‖x‖ =
√

〈x, x〉

gegeben.

Der Abstand zweier Vektoren x, y ∈ V ist durch

dist (x, y) = ‖x − y‖

definiert.
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Definition

Eine Basis eines Vektorraums mit Skalarprodukt wird
Orthonormalbasis genannt, wenn ihre Elemente paarweise
orthogonal und darüber hinaus alle von der Länge 1 sind.
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Satz

Ist O = {x1, . . . , xn} eine Orthonormalbasis eines Vektorraums V
mit Skalarprodukt, gilt für jeden Vektor y ∈ V

y =
n

∑
i=1

〈y, xi〉 xi .
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Satz

Jeder n-dimensionale Vektorraum mit Skalarprodukt besitzt eine
Orthonormalbasis.
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Gram-Schmidt’sches
Orthogonalisierungsverfahren

Schritt 1: {x1, x2, . . . , xn} sei eine Basis des n-dimensionalen
Vektorraums V.

Schritt 2: Setzen Sie

yk = xk −
k−1

∑
i=1

〈xk , yi〉

‖yi‖2 yi , k = 1, . . . , n.

Schritt 3: Normalisieren Sie die Vektoren durch yk = 1
‖yk‖

yk.
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Satz

Ist A eine m × n-Matrix mit linear unabhängigen Spalten, gibt es
eine m × n-Matrix Q mit orthonormalen Spaltenvektoren und eine
invertierbare obere n × n-Dreiecksmatrix R mit A = QR.
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Definition

Matrizen mit orthonormalen Spaltenvektoren werden orthogonal
genannt.
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Satz

Eine orthogonale Matrix U ist invertierbar, und es gilt U−1 = UT .

Manfred Brill: ”Mathematik für Informatiker“, ISBN 3-446-22802-0 c©2005 Vektorräume – 47 –



Lineare Ausgleichsrechnung
mit QR-Zerlegung

A sei eine m × n-Matrix mit linear unabhängigen Spalten, b ∈

R
m.

Schritt 1: Bilden Sie die QR-Zerlegung von A.

Schritt 2: Der Vektor x, der ‖Ax − b‖ minimiert, ist gegeben als
Lösung des linearen Gleichungssystems Rx = QTb.
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Lineare Ausgleichsrechnung
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Definition

Eine Householder-Transformation ist eine n × n-Matrix der Form

P = I − 2wwT ;

dabei ist w ∈ R
n mit ‖w‖ = 1.
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Householder-Transformation
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QR-Zerlegung

Die QR-Zerlegung der Matrix m × n-Matrix A mit line-
ar unabhängigen Spaltenvektoren ai wird mit Hilfe von
Householder-Transformationen berechnet:
Schritt 1: Berechnen Sie u = a1 ± ‖a1‖e1, wählen Sie dabei das

Vorzeichen passend zu a11. Transformieren Sie die
Spaltenvektoren von A mit Hilfe der aus u gebilde-
ten Householder-Transformation P1.
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QR-Zerlegung

Schritt 2: Skalieren Sie u, sodass die erste Komponente 1 wird,
und speichern Sie das Ergebnis unterhalb des Ele-
ments a11 ab.

Schritt 3: Wiederholen Sie die Schritte 1 und 2 für die unteren
Blöcke, die jeweils eine Spalte und eine Zeile weni-
ger haben, bis Sie bei einer oberen Dreiecksmatrix R
angelangt sind.
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