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Vorwort

,Jede Wissenschaft ist so weit Wissenschaft, wie
Mathematik in ihr ist.“

Immanuel Kant (1724 - 1804)

Mit Einfiithrung der Bachelor- und Masterstudiengidnge an den deutschen Hochschulen haben sich gleichzeitig
neue Anforderungen fiir deren inhaltliche Gestaltung ergeben. Das vorliegende Buch, das auf der Basis meiner
Vorlesungen in Mathematik im Masterstudiengang Bauingenieurwesen an der Hochschule Kaiserslautern ent-
standen ist, tragt dieser aktuellen Entwicklung Rechnung. Kapitel 1 beschéaftigt sich mit Funktionen mehrerer
Veranderlicher sowie deren Differenzialrechnung und Integralrechnung, die u. a. die Ermittlung von Extrem-
werten bzw. die Berechnung von Momenten fiir Flachen und Volumina auch bei inhomogener Dichteverteilung
ermoglicht. Gleichzeitig ist es Voraussetzung fiir das Kapitel 2, das Grundlagen fiir das Losen gewohnlicher
Differenzialgleichungen bzw. von Systemen gewohnlicher Differenzialgleichungen enthélt. Die Fallstudien hier-
zu zeigen, dass viele physikalische Modelle im Bauingenieurwesen auf Differenzialgleichungen fiithren, deren
Losung somit eine zentrale Rolle spielt. In Kapitel 3 werden Grundbegriffe der Finanzmathematik wie Zins-
rechnung, Wirtschaftlichkeits- und Investitionsrechnung, Abschreibungs- und Rentenrechnung vermittelt, auf
denen betriebswirtschaftliche Kenntnisse basieren. Diese gewinnen in zunehmendem Mafl Bedeutung bei der
Planung, Realisierung und Erhaltung von Bauvorhaben, beim Management von Immobilien oder bei der erfolg-
reichen Leitung von Unternehmen auch im Baubereich. Kapitel 4 ist der Statistik gewidmet, deren Gegenstand
die Analyse und zahlenmaflige Erfassung zufélliger, d. h. nicht vorhersehbarer, Experimente ist. Diese hat im
Bauingenieurwesen zunehmend Eingang gefunden, z. B. bei der Aus- und Bewertung von Messungen, bei der
Vorhersage von Wahrscheinlichkeiten bestimmter Ereignisse, die als Grundlage fiir die Bemessung von Bau-
werken benutzt werden, oder sogar bei der Bewertung von Immobilien.

Die Darstellung der Inhalte orientiert sich am Vorgénger ,,Mathematik fiir Bauingenieure 1 - Grundlagen fiir
das Bachelor-Studium“, was das Studium dieses Buches erleichtern soll. Eine zielgerichtete, mathematisch
korrekte und fiir das Bauingenieurwesen geeignete Darlegung steht dabei im Mittelpunkt. Kleingedruckte
Ergédnzungen wie z. B. Beweise erhohen das mathematische Verstdndnis, sind aber fiir die Anwendung der
Ergebnisse nicht zwingend erforderlich. Die iiberwiegende Mehrheit der Beispiele zur Illustration getroffener
Aussagen bzw. zur Losung praktischer Probleme ist aus dem Erfahrungsbereich Bauingenieurwesen entnom-
men. Fallstudien am Ende der Kapitel enthalten dafiir typische Situationen, die Ableitung geeigneter mathe-
matischer Modelle und die Lésung mit den dargestellten Methoden. Besonderer Wert ist auf eine strukturierte
Gestaltung des mathematischen Textes gelegt. Zahlreiche Schlagworter auf der Marginalienspalte erhéhen die
Ubersicht, gestatten bessere logische Nachvollziehbarkeit und helfen beim Nachschlagen. Die farbliche Ge-
staltung, insbesondere das Unterlegen resultierender Formeln und Ergebnisse sowie zahlreiche Grafiken und
Bilder, dienen ebenfalls einem vertiefenden Verstandnis. Ein ausfiihrliches Sachwortverzeichnis soll die Arbeit
mit dem Buch erleichtern. Zahlreiche Ubungsaufgaben mit Losungen stehen dem Leser unter der Internet-
Adresse www.hanser-fachbuch.de/9783446449503 zur Verfiigung.

Fiir die gewissenhafte Durchsicht des Buches danke ich sehr Herrn Dr. S. Steidel vom I TWM Fraunhofer in
Kaiserslautern, Herrn R. Berweiler von der Universitdt Koblenz, Herrn Prof. Dr. J. Schanzenbach von der
HS Kaiserslautern sowie Herrn T. Seel, z. Zt. Master-Student im Studiengang Bauingenieurwesen der HS
Kaiserslautern. Ein Dankeschén gilt ebenfalls vielen Studierenden des Studienganges Bauingenieurwesen der
Hochschule Kaiserslautern, die Kontrollrechnungen der Ubungsaufgaben vornahmen und so mithalfen, die an-
gegebenen Losungen zu verifizieren. Bei Herrn Ph. Thorwirth vom Fachbuchverlag Leipzig im Carl Hanser
Verlag bedanke ich mich herzlich fiir die Unterstiitzung beim Entstehen des vorliegenden Buches und die gute
Zusammenarbeit mit dem Verlag.

Kaiserslautern, im Sommer 2016 Kerstin Rjasanowa
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1 Funktionen mehrerer
Veranderlicher

Oft sind physikalische GréBen nicht nur von einer, sondern mehreren
EinflussgréBen abhéngig. Beispielsweise wird das Volumen eines Qua-
ders von drei Kantenldngen bestimmt. Die Verldngerung eines Stabes
infolge einer Krafteinwirkung ist nach dem Gesetz von Hooke abhéngig
von dieser Kraft, der Lange des Stabes, seinem Querschnitt und sei-
nem Elasizitdtsmodul. Solche Abhangigkeiten werden durch Funktionen
mehrerer Veranderlicher beschrieben. Funktionen zweier Veranderlicher
kénnen graphisch veranschaulicht werden. Der Begriff des Grenzwer-
tes und der Stetigkeit wird erklart. Partielle Ableitungen sind Grenzwerte
der Differenzenquotienten bezuglich einer der Veranderlichen. Der Gra-
dient wird zur Charakterisierung des Wachstums einer Funktion und
zur Berechnung des totalen Differenzials benutzt. Damit ist z. B. die
Bestimmung maximaler absoluter und relativer Messfehler bei Vorga-
be der Toleranzen der MessgréBen mdéglich. Eine wichtige Rolle spielt
die Ermittlung von Extremwerten von Funktionen mehrerer Verénderli-
cher. Flachen- und Volumenintegrale sind i. Allg. Integrale von Funktio-
nen mehrerer Veranderlicher, mit denen z. B. die Berechnung von Mo-
menten bei inhomogener Dichteverteilung erfolgt.

1.1 Der Begriff der Funktion mehrerer

Veranderlicher

Die Veranderlichen, die eine physikalische GréBe beeinflussen, werden
in einem Vektor zusammengefasst. Der Definitionsbereich fir Funktio-
nen mehrerer Veranderlicher ist damit eine Teilmenge des Vektorraums
R"™ oder der R™ selber. Jetzt kann der Funktionsbegriff als eindeutige
Zuordnung aus dem R" in die Menge der reellen Zahlen R erklart wer-
den. Die graphische Veranschaulichung ist fir Funktionen zweier Veran-
derlicher durch eine Oberflache im Raum mdglich. Isolinienbilder dienen
ebenfalls der Darstellung der Funktionswerte - &hnlich wie die Héhenli-
nien auf einer Landkarte.

Sei n € N und D C R" eine Teilmenge des R". Ist jeder Stelle
x = (21,22, ...,xn) | € D durch eine Vorschrift f eindeutig eine Zahl
z = f(z) = f(z1,x2,...,2n) € R zugeordnet, so heiit f Funktion
von n unabhingigen Verédnderlichen x1, x2, ..., x, auf dem Defi-
nitionsbereich Dy = D. Dabei ist z die abhéngige Verédnderliche.

Beispiel 1.2

1. Sind zwei Widerstdnde R; und Rz im Stromkreis parallel geschaltet (siehe
Bild 1.1), so errechnet sich ihr Gesamtwiderstand R aus dem Gesetz von
Ohm

n R Ro
= zu = .
R1 + Ro

Bezeichnungen

R™  n-dimensionaler Vektorraum

z = (z1, T2, ,,,7:cn)T € R”
Vektor, Stelle

X(z1,22,...;Tn)
zugehoriger Punkt

O—X> = (z1, z2, ...,xn)T
zugehoriger Ortsvektor

R,
R,

Bild 1.1 Parallele Widerstiande

Definition 1.1

Funktionen mehrerer
Veranderlicher
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1 Funktionen mehrerer Veranderlicher

o

Bild 1.2 Gravitationskraft F'

Definition 1.3

Naturlicher Definitionsbereich

X

Bild 1.3 Graph einer Funktion
z = f(z1,72)

Graphische Darstellung

R ist abhdngig von den beiden Widerstdnden R; und Rz, also eine Funktion
zweier Verdnderlichen R = R(R1, R2).

2. Die Gravitationskraft F zwischen zwei Koérpern mit den Massen M und m
berechnet sich nach dem Gravitationsgesetz von Newton zu

ymM x

2 Ja|’

wobei v die Gravitationskonstante und z = OV)—(> = (z1, x2, 13)T der Ortsvektor
des Schwerpunktes des Koérpers mit der Masse m im dreidimensionalen karte-
sischen Koordinatensystem mit dem Ursprung O im Schwerpunkt des Korpers
mit der Masse M ist (siehe Bild 1.2). Die Kraft F ist ein dreidimensiona-
ler Vektor, dessen Richtung durch den Einheitsvektor —z/|z| gegeben ist und
dessen Betrag v m M/|z|? ist. Komponentenweise lautet diese Gleichung

¥ m M
R
Das bedeutet, dass die Kraftkomponenten Fj, Fs, F3 jeweils abhéngig von
x1,x2,xs3 sind und daher Funktionen dreier Verdnderlicher darstellen:

Fi = F,;(:El, X2, 13).

F; = zi, i=1,2,3.

Der natiirliche Definitionsbereich einer Funktion f ist diejenige
Teilmenge des R™, fiir die die Zuordnung f erklért ist.

Beispiel 1.4

1. Die Funktion f(z1,z2) = —4x1 —2z2+4 hat den natiirlichen Definitionsbereich
Dy = R?, da jeder Stelle (z1, 12)T € R? durch diese Vorschrift eine reelle Zahl
zugeordnet werden kann.

. . Ri1 Ro 1 o .

2. Die Funktion R(Ri, R2) = m hat als natiirlichen Definitionsbereich

1 2
Dy = ]R2\{(R1,R2)T : Ry = —R3}, da der Nenner in der Funktionsvor-
schrift fiir Ry = —R2 Null wird und somit der Bruch nicht erklart ist. Der fir
das physikalische Gesetz relevante Definitionsbereich ist allerdings lediglich
{(R1,R2)" : Ri > 0A Rz > 0}, da Widersténde positiv sind.
¥ym M
ER
chen Definitionsbereich Dy = R3*\{(0,0,0)"}, da der Nenner in den Funk-
tionsvorschriften genau dann Null ist, wenn |z| = 0 gilt, also z = (0,0,0) " ist.

In diesem Fall fallen die Schwerpunkte der Korper mit den Massen M und m

zusamimen.

3. Die Funktionen Fj(zi,z2,x3) = zi, % =1,2,3, haben als natiirli-

Die wesentlichen Unterschiede von Funktionen einer bzw. mehrerer Ver-
adnderlicher bestehen bereits fiir die Félle n = 1 und n = 2. Fiir Funk-
tionen mit mehr als zwei Verédnderlichen kann verallgemeinert werden.
Daher werden im Folgenden vorwiegend Funktionen zweier Veranderli-
cher studiert.

Die gleichzeitige graphische Darstellung von Definitionsbereich und
Funktionswerten ist nur fir Funktionen von bis zu zwei Verdanderlichen
moglich, da andernfalls mehr als drei Dimensionen dafiir bendtigt wer-
den. Im Folgenden werden Moglichkeiten der graphischen Darstellung
von Funktionen zweier Verdnderlicher erlautert.

Im dreidimensionalen kartesischen Koordinatensystem mit den Achsen
1, T2, z und dem Koordinatenursprung O wird der Definitionsbereich
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Dy durch eine Teilmenge der (x1,z2)-Ebene dargestellt. Jeder Stel-
le (z1,22)" des Definitionsbereiches mit dem zugehérigen Punkt P’
kann mit der Funktion z = f(z1,22) ein Punkt P mit dem Ortsvektor
(x1,22,2)" € R® zugeordnet werden. Der Punkt P’ ist die Projektion
des Punktes P auf die (z1,z2)-Ebene. Die Menge aller zugeordneten
Punkte P bildet i. Allg. eine Oberfliche im Raum R? (siche Bild 1.3).

Die Menge der Punkte G ={(x1,2,2) : @1, x2) ' €Dy, z=flw1,x2)}
heifit Graph der Funktion f.

Beispiel 1.6

1. Der Graph der Funktion f(z1,z2) = —4x1 — 2z2 + 4 (vergleiche Beispiel 1.4)
ist eine Ebene mit der Gleichung z = —4z; — 2z3 + 4 (siehe Bild 1.4). Ihre

Achsenabschnittsgleichung lautet x1 + 9%2 + Z =1.

2. Der Graph der Funktion f(z1,z2) = 27 + 22 heifit Kreisparaboloid (siche
Bild 1.5). Fiir z2 = 0 folgt aus der Funktionsgleichung f(z1,0) = 2. Die
Menge der zugeordneten Punkte P ist eine Normalparabel in der (21, z)-Ebene.
Analog folgt fiir z1 = 0 aus der Funktionsgleichung f(0,z2) = mg Die Menge
der zugeordneten Punkte P ist eine Normalparabel in der (z2, z)-Ebene. Fiir
z = ¢, ¢ > 0, folgt aus der Funktionsgleichung ¢ = xf + wg Die Menge der
zugeordneten Punkte P in der Ebene z = c parallel zur (z1,z2)-Ebene ist
jeweils ein Kreis mit dem Mittelpunkt (0,0, ¢) und dem Radius /c.

Bild 1.4 f(z1,22) = —da1 — 205 +4  Bild 1.5 f(z1,22) = af + 23

x2 x2

X1

Bild 1.6 Isolinien ¢ = —4z; —2z2+4  Bild 1.7 Isolinien ¢ = 22 + 22

Definition 1.5

Graphen von Funktionen
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Definition 1.7

Isolinien

Abstand

Ist f(z1,x2) eine Funktion zweier Veranderlicher mit dem Definiti-
onsbereich Dy C R2, so heifen die Punktmengen

Io ={(z1,22,2) : (x1,22)" € Dy, z = f(z1,22) = c}

Isolinien von f mit der Hohe c.

Beispiel 1.8

1. Die Funktion f(z1,x2) = —4x1 —2x2+4 (vergleiche Beispiel 1.4 und 1.6) hat
als Isolinien Geraden (siehe Bild 1.6). Fiir die konstante Hohe z= f(z1, z2)=c¢
folgt aus der Funktionsgleichung
c= —4x1 — 2x2 + 4.

Umstellen nach x2 liefert die Geradengleichung
= -2z +2 c
x —2z - =
2 1 5

Diese Geraden sind parallel (sie haben alle denselben Anstieg —2) und schnei-
den die z2-Achse im Punkt (0, 2 — ¢/2).

2. Die Funktion f(z1,2) = 2} + 23 (vergleiche Beispiel 1.6) hat fiir die kon-
stante Héhe z = f(z1,x2) = c als Isolinien Kreise mit dem Mittelpunkt im
Koordinatenursprung und dem Radius /c (siehe Bild 1.7).

1.2 Grenzwerte, Stetigkeit, Partielle Ableitungen

Der Begriff des Grenzwertes und der Stetigkeit von Funktionen mehrerer
Verénderlicher basiert - wie auch bei Funktionen einer Veranderlichen -
auf der Konvergenz von Folgen von Argumenten gegen eine Stelle des
Definitionsbereiches. Partielle Ableitungen sind die Grenzwerte von Dif-
ferenzenquotienten bezlglich einer der Verédnderlichen. Fiir Funktionen
zweier Veranderlicher ist die geometrische Interpretation ihrer partiellen
Ableitungen mdglich.

Grenzwerte

In [4] wurde bereits der Begriff der Lange eines Vektors erklart, der
in diesem Abschnitt ebenfalls Anwendung findet. Der Abstand zweier
Punkte X und Y, die den Vektoren x,y € R™ entsprechen, ist die Lange
des Vektors W , also die Zahl
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1. Eine Funktion a : N — R", die jeder natiirlichen Zahl k ein Ele- Definition 1.9
ment ar € R™ zuordnet, heifit Folge im R". Sie wird mit {ax}
bezeichnet.

2. Die Folge {ax} € R™ konvergiert gegen die Stelle £ € R", wenn
gilt

lim |ax — z| = 0.
k— oo
Die Stelle Z heilt Grenzwert der Folge {ax}, und man schreibt

lim ax = 7.

k— o0
Beispiel 1.10 Folgen und Grenzwert
: : : . 2-k ol—k) | :
1. Betrachtet wird die Folge mit den Gliedern a, = (2 ,2 ) , k € N (siehe X
Bild 1.8). Die ersten Folgenglieder lauten (2,1)", (1,0.5)", (0.5,0.25)", ... ] @
Es wird gezeigt, dass diese Folge gegen die Stelle z = (0, 0)" konvergiert. Nach a
Definition 1.9 wird lim |ay — Z| berechnet. Es ist 0.5 a
k— oo ay .

S

lim +/22(2k) {22(1—k) ol . 1% 21 T

lim |ay—Z| = lim \/(22*k70)2+(21—k,0)2

k— o0 k— o0 k— o0
= lim 4/ (222422)2°2k = lim v20/2F =0. , ,
Fr oo ( ) ol / Bild 1.8 Folge a;, = (227%,21-#)T

2. Betrachtet wird die Folge mit den Gliedern ax, = (sin(kn/2), 1/k?) ", k € N (siehe

Bild 1.9). Die ersten Folgenglieder sind ; * La,
(LDT,0,1/4)7, (-1,1/9)T, (0,1/16) 7, (1,1/25)7, ... ! !

Die Punkte, die diesen Folgengliedern entsprechen, liegen abwechselnd auf den ! !
Geraden 1 = 1, 1 = 0, z1 = —1. Es gibt keinen Punkt Z in der Ebene so, dass : a, :

der Abstand der Folgenglieder zu diesem Punkt gegen 0 konvergiert. Welchen s s Ay 1 s
Punkt man auch immer wéhlt, es ist der Abstand derjenigen (unendlich vielen) : 0‘ : )Z
Folgenglieder zu diesem Punkt, die auf den Geraden liegen, auf denen dieser x,=-1 x,=0 x=1

Punkt sich nicht befindet, stets mindestens so grof3 wie der Abstand dieses
Punktes zu den Geraden selbst.

Bild 1.9 Folge ay, = (sin(knf2), 1/k2)T

Eine Funktion f mit dem Definitionsbereich Dy C R™ hat fiir ¢ — & Definition 1.11
den Grenzwert c € R:

lim f(z) =c, =,z € R",

T

wenn fiir jede gegen & konvergente Folge {ax} gilt

lim f(ax) =c.

k— o0

Beispiel 1.12 Grenzwert einer Funktion

Der Grenzwert der Funktion f(z1,z2) = w% +2x172 + wg fir z —» = = (2, 3)—r ist
zu ermitteln (siehe Bild 1.10) .
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Fiir jede Folge {ar} = {(ak1,ar2) '}, die gegen & = (2,3) " konvergiert, gilt

lim ag; =2 und lim ags = 3.

k— oo k— oo

Mit den Rechenregeln fiir Grenzwerte konvergenter Zahlenfolgen (siehe z. B. [4])
ergibt sich damit

2 3
(lim akl) +2 lim ag1 lim ags + ( lim lle)
k

lim f(ak1,ak2)
k— o0 k— o0 k— oo k— oo — oo

22 42.2.3+43%=43.

Stetigkeit
Bild 1.10 f(z1,22)=2?+2z122+ %3

Definition 1.13  Eine Funktion f mit dem Definitionsbereich Dy C R™ heifit stetig
an der Stelle £ € Dy, wenn gilt
lim f(z) = ().
T—>T

Die Funktion heifit stetig, wenn f an jeder Stelle des Definitionsbe-
reiches Dy stetig ist.

Stetigkeit Beispiel 1.14

Die Funktion
af — 3 T T
— 5 (T, 0,0) ",
fane) =4 dyay v F00
0, (z1,22)7 = (0,0)7
(siche Bild 1.11) ist stetig fiir alle (z1,x2) ' # (0,0)".

Fiir (z1,22) = (0,0) hingegen ist f(x1,x2) nicht stetig. Wahlt man z. B. die
Folge mit den Gliedern ap = (1/k,0) ', die gegen die Stelle (0,0)" konvergiert,
so erhélt man als Grenzwert der Folge der zugehdrigen Funktionswerte nicht den
Funktionswert f(0,0) = 0:

1/k* -0
lim f(ar) = lim /2—
k— oo k—oo 1/kE° +0

Auch fiir die Folge mit den Gliedern ay, = (2/k, l/k)T, die gegen die Stelle (0,0) "
konvergiert, erhédlt man als Grenzwert der Folge der zugehorigen Funktionswerte
nicht den Funktionswert f(0,0) = 0:

4/K? —1/K* 3

L =2 #1700

=1# f(0,0).

lim ap) = lim
ko0 fax) koo 4/Kk% + 1/k*
Offenbar ist der Grenzwert der Folge der Funktionswerte von f(z1,x2) fiir ver-
schiedene gegen die Stelle (0, O)T konvergierende Folgen nicht derselbe. Damit hat
die Funktion f(x1,x2) an der Stelle (0,0)' keinen Grenzwert und ist daher dort

Bild 1.11
flx1,22)= (Zf—zg)/(l“%'i'zg) nicht stetig.

Die Rechenregeln fiir die Grenzwerte von Folgen bzw. Funktionen sind
analog zu denen von Funktionen einer Verdnderlichen. Insbesondere
sind Summe, Produkt und Quotient (Nennerfunktion ungleich Null)
stetiger Funktionen ebenfalls wieder stetige Funktionen.
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Partielle Ableitungen

Sei f eine Funktion mit dem Definitionsbereich Dy C R". Existiert Definition 1.15
fiir ein 4 € {1,...,n} an einer festen Stelle (21, ..., xn) " der Grenzwert

. fl@y, oz + Aziy ooy @) — f(T1, 00y Tiy ooy T)
Az;—0 Az; '

so heiflit er partielle Ableitung von f nach z; an der Stelle
(€1,...,2,) " und wird wie folgt bezeichnet:
of

Ty (@801 o ) = P (T1, ey Tn).

Die Funktion f ist dort partiell differenzierbar nach z;.

Beispiel 1.16 Differenzierbarkeit und
Ableitungen
1. Die Funktion f(z1,z2) = mf + 2x172 + zg ist an jeder Stelle des R? nach 1
und nach z2 partiell differenzierbar. Es ist
foq = 271 + 222 und foy =221 + 313.
2. Die Funktion f(z1,z2) = ]2 mit dem Definitionsbereich
Dj = {(z1,22) :0< 21 < o0, —00 < 2 < o0}
ist an jeder Stelle ihres Definitionsbereiches nach z; und nach x> partiell dif-
ferenzierbar. Es ist
foq = 121::12271 und fog = x:f2 Inz;.
3. Die Funktion f(z1,z2,23) = e*2%3 4+ x3 mit dem Definitionsbereich Dy = RrR3
ist auf ihrem gesamten Definitionsbereich partiell differenzierbar nach z1, z2
und z3. Es ist

feq =0 und fey = T3 e”2%3 und fosz = 2 e®2%3 4 1.

1. Der Grenzwert Alim in Definition 1.15 der partiellen Ableitung Bemerkung 1.17
x; —0
bezieht sich nur auf die Verdnderung der i-ten Verdnderlichen z; der
Argumente von f. Alle anderen Argumente sind fest. Die entspre-
chende partielle Ableitung nach x; ist daher gleich der gewohnlichen
Ableitung von f nach z;, wenn alle anderen Argumente als konstant

betrachtet werden.

2. Die partielle Ableitung f,, an der Stelle Z = (Z1,...,Z,) ' ist
gleich dem Anstieg der Tangente an den Graphen der Funktion
f(Z1,..., x4y ..., Tn) der einen Veranderlichen z; an der Stelle Z;.

Fir eine Funktion zweier Veranderlicher z1 und z» lauten die Glei-
chungen der beiden Tangenten (Geraden im Raum)

T2 | = T2 +7 0 und

z f(@1,72) Jar (Z1,22)
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A 2 _
} X1 X1 0
2 T2 = To +7 1
S %) % f(Z1,Z2) Sao(Z1, T2)
0 Sie spannen die sogenannte Tangentialebene auf, die den Graphen
i X der Funktion z = f(z1,22) im Punkt P(Z1,Z2, f(Z1,%2)) beriihrt
S (XX (siehe Bild 1.12).
X; v f(f/,xz)

Bild 1.12 Tangenten an den Graphen
von f(z1,x2) an der Stelle (il,ig)T

s/ B\

Hermann Amandus Schwarz
(* 25. Januar 1843 in Hermsdorf, Schle-
sien, 1 30. November 1921 in Berlin)

deutscher Mathematiker, Professor
in Halle, Zirich, Gottingen, Berlin,
Mitglied der preuBlischen Akademie der
Wissenschaften (1882), der Leopoldina
(1985) und der Russischen Akademie der
Wissenschaften (1897)
Funktionentheorie, Theorie der Minimal-
flichen, Schwarz-Christoffel-Transforma-
tion, Arbeiten {iber die hypergeome-
trische Differentialgleichung, Cauchy-
Schwarz-Ungleichung, Spiegelungsprin-
zip von Schwarz, Alternierendes Verfah-
ren von Schwarz zur Gebietszerlegung
bei der Loésung elliptischer partieller
Differentialgleichungen

hier: Satz von Schwarz

3. Existieren fiir eine Funktion f mit dem Definitionsbereich Dy C R™
die partiellen Ableitungen beziiglich jedes Argumentes, so heifit f
auf Dy differenzierbar.

4. Die Rechenregeln fiir das Bilden der partiellen Ableitungen nach
einer bestimmten Veradnderlichen sind analog zu denen fiir Funk-
tionen einer Verdnderlichen. Alle anderen Verdnderlichen betrachtet
man dabei als konstant.

5. Partielle Ableitungen hoherer Ordnung erhélt man als partielle Ab-
leitungen der partiellen Ableitungen (die ihrerseits Funktionen meh-
rerer Verdnderlicher sind). So ist z. B.

>f _i(a_f)_f Of _i(ﬁ) s
0r3  Ox1 \Om1/) TV 021012 Oxa \ 071 e
*f _i(a_f)_f s _i(a_f)_f
Ox2011  Ox1 \Oxo/) U2V 0r3 ~ Oz2 \Ox2/) rar

6. Nach dem Satz von Schwarz ist fiir eine auf ihrem Definitionsbe-
reich Dy C R"™ p-mal stetig differenzierbare Funktion f die Reihen-
folge des Differenzierens beim Bilden einer ¢g-ten partiellen Ableitung
mit ¢ < p unerheblich. Insbesondere gilt fiir zweimal stetig differen-
zierbare Funktionen f

fzizj = fzj5137;7 Z'7j = 17"'7”7 7‘7&] (11)

1.3 Gradient, partielles und totales Differenzial,
Fehlerrechnung

Der Gradient einer differenzierbaren Funktion mehrerer Veranderlicher
hat zentrale Bedeutung. Er gibt z. B. die Richtung des steilsten Anstiegs
an. Mit seiner Hilfe kann das totale Differenzial berechnet werden, das
bei der ndherungsweisen Berechnung von Funktionswerten und insbe-
sondere bei der Fehlerrechnung verwendet wird.



1.3 Gradient, partielles und totales Differenzial, Fehlerrechnung

17

Gradient

Ist eine Funktion f mit dem Definitionsbereich Dy C R™ an einer
Stelle x € Dy nach allen n Verdnderlichen partiell differenzierbar, so
heilt der Vektor der ersten partiellen Ableitungen von f Gradient
von f an der Stelle x:

grad f(2) = (for (2), -y fou (@)

Der Gradient weist in Richtung des steilsten Anstieges der Funktion f
an der Stelle z.

Beispiel 1.19

Die Funktion

f(z1,m2) = —22 + 1021 — x5 + 1002 — 40 = —(z1 — 5)° — (w2 — 5)% + 10

(siehe Bild 1.13) hat den Gradienten grad f(z1,z2) = (—2z1 + 10, —2z2 + 10) | .
An der Stelle z = (4,4)" erhilt man z. B. grad f(4,4) = (2,2)", an der Stelle
z = (3,6)" ergibt sich grad f(3,6) = (4,—2)".

Der Graph der Funktion f ist ein Kreisparaboloid. Seine Isolinien sind Kreise

mit dem Mittelpunkt M(5,5). In Bild 1.14 sind die Isolinien zusammen mit den
beiden Gradienten dargestellt.

Partielles und totales Differenzial

Das Differenzial df der an einer festen Stelle x = Z differenzierbaren
Funktion f einer Veranderlichen mit der Abweichung Ax ist erklart als

df(Az) = f'(z)Ax,
und fiir den Funktionswert f(Z + Az) gilt ndherungsweise (siehe [4])
(@ + Ax) = f(z) + [(F)Az = [(Z) + df (Az).

Betrachtet man bei einer Funktion f(x1,z2) zweier Verdnderlicher ei-
ne Stelle z = (a_cl,a_cz)T und fixiert Zs, so erhdlt man die Funktion
f(x1,%2), die jetzt nur noch von einer Veranderlichen abhéngt. Fiir
den Funktionswert f(Z1 + Az1,Z2) gilt dann

f(i‘l + Al‘l,ié) ~ f(i‘17-'f2) + fa:1 (3_31’532)Ax1 = f(i‘) + d.fa:l (Axl)a
mit dem partiellen Differenzial nach der Verénderlichen x1
dle (A$1) = le (fl,fg)Axl = le (f)A$1

Das partielle Differenzial nach der Verdnderlichen z; gibt ndherungs-
weise den Funktionswertzuwachs der Funktion f an, wenn man sich
von der Stelle T = (Z1, ;1_02)—r nur in Richtung der x1-Koordinate um die
Abweichung Az, wegbewegt. Analog erhalt man bei fixiertem Z; und
der Abweichung Ax2

F(Z1,%2 + Ax2) = f(T1,22) + fur (Z1,T2) A2 = f(Z) + d fu, (Ax2)

Definition 1.18

Gradient an einer Stelle

Bild 1.13
f(@1,®2) =2 +10z1 — 22+ 1022 —40

X2

X7

Bild 1.14 Isolinien, Gradienten
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Partielles Differenzial

Definition 1.20
Totales Differenzial

Néherung von Funktionswerten

mit dem partiellen Differenzial nach der Verdnderlichen x2
dfes (Ax2) = fuo (T1,T2) A2 = fu, (T)Aza.

Entsprechend ist fiir eine Funktion f mit n Verdnderlichen z1, ...,z
das partielle Differenzial nach der Veradnderlichen x; an der Stelle z

dfz, = f2,(@Z)Azy, Az €R, i=1,...,n.

Sei f eine auf dem Definitionsbereich Dy C R™ differenzierbare Funk-
tion, Z € Dy eine feste Stelle und Az = (A1, ..., Az,) | ein reeller
Vektor. Die Funktion des Vektors Az = (Azy, ..., Aacn)T

df(Az) = (gradf(z), Az) = fo, (Z)Az1 + ... + [z, (Z)Azn (1.2)
heif}t totales Differenzial der Funktion f an der Stelle x.

Das totale Differenzial df(Az) der Funktion f an der Stelle T gibt
niherungsweise den Zuwachs des Funktionswertes von f an, wenn man
sich von der Stelle Z in eine beliebige Richtung mithilfe des Vektors Az
wegbewegt. An der Stelle x = 4+ Ax gilt die Naherungsformel

f(x) = f(Z+ Az) = f(Z) + df(Ax). (1.3)

Beispiel 1.21

Fiir die Funktion
f(z1,22) = —23 + 1021 — 23 + 1022 — 40 = —(z1 — 5)% — (z2 — 5)% + 10

aus Beispiel 1.19 mit dem Funktionswert f(7,4) = 5 soll ndherungsweise der
Funktionswert an den Stelle (7.2,4.3) " und (7.2,4.1) T mithilfe des totalen Diffe-
renzials ermittelt werden.

Esist T = (7,4)", fo, = —221 + 10, fz, = —222 + 10.

An der Stelle (7.2,4.3) T ergibt sich mit Az = (0.2,0.3) " das totale Differenzial
df(0.2,0.3) = fay (7,4) - 0.2+ fu, (7,4)- 0.3 = (—4)-0.2+2-0.3 = —0.2.

Als naherungsweiser Funktionswert ergibt sich nach Gleichung (1.3)

£(7.2,4.3) ~ f(7,4) —0.2=5— 0.2 = 4.8.

Der genaue Funktionswert ist f(7.2,4.3) = 4.67.

An der Stelle (7.2,4.1) T ergibt sich analog mit Az = (0.2,0.1) "
df(0.2,0.1) = fay (7,4) - 0.2+ fu (7,4) - 0.1 = (—4) - 0.2+ 2- 0.1 = —0.6.
Damit ist der ndherungsweise Funktionswert

£(7.2,4.1) ~ f(7,4) — 0.6 = 5 — 0.6 = 4.4.

Der genaue Funktionswert ist f(7.2,4.1) = 4.35.

Fehlerrechnung

Wie bereits bei Funktionen einer Verénderlichen finden Differenzial und
niherungsweise Funktionswertberechnung auch bei Funktionen meh-
rerer Verdnderlicher Anwendung bei der Fehlerrechnung. Dabei wer-
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den anstelle der wahren Werte x1,...,x, jeweils die Néherungswerte
Z1, ..., Tn, mit den Toleranzen Ax1, ..., Az, > 0 fur die Messfehler ermit-
telt. Bestimmt werden soll der maximal mogliche absolute und relative
Fehler bei der Funktionswertermittlung mit den gemessenen Werten.

Der absolute Fehler ist die Differenz aus dem wahren Funktionswert an
der Stelle z = (x4, ..., xn)-r und dem gendherten Funktionswert an der
Messstelle Z = (Z1,...,Zn) |, wobei die wahren Werte im Toleranzbe-
reich liegen: z; € [Z; — Az;, T; + Az;] bzw.

|xs — &s| < Azyy, i=1,..,n.

Mit Gleichung (1.3) folgt fur den Betrag des absoluten Fehlers

lf(z) = f(@)] =~ |df(z—2)|
= |for (@) (@1 — 1) + oo + fon (T) (@n — Tn)|
< fer @) Azy + . 4| f2,, ()| A (1.4)

Der relative Fehler ist das Verhéltnis des absoluten Fehlers zum Funk-
tionswert. Sein Betrag lasst sich mithilfe von (1.4) abschétzen:

- f(@)
1
£ ()]

‘M@—@

IA

(Ifzr ()] Az1 + oo 4 [ fo, (2)] Azn) - (1.5)

Beispiel 1.22

Mit welchem relativen Fehler kann das Volumen eines zylinderformigen Turmes
mit Kegelspitze (siche Bild 1.15) ermittelt werden, wenn der Grundkreisradius
r, die Héhe h des Zylinders und die Hohe hs der Kegelspitze jeweils mit einem
relativen Messfehler nicht gréer als 1 % bestimmt wurden?

Das Volumen des zylinderférmigen Turmes mit Kegelspitze betragt

V =V(r, h,hs) = 7r> (h + %h) .

Mit Gleichung (1.2) erhalt man fiir das totale Differenzial

dV = V. Ar + Vi, Ah + Vi Ahy = 277 (h + %h) Ar + wr? Ah + %wr2Ahs.

Fiir den maximalen relativen Fehler ergibt sich damit aus (1.5)

‘ﬂ _ ‘EATJF Ah__ Ak ‘
v . htha/3  3(h+he/3)
_ ‘2£+ hoAhL ho Ah
TR h./3 h  B(hthe/3) he
B NN
= htha/3 | h | 3(hthe/3) | he
hs
= (2+h+h5/3+3(h+h5/3))'1%:3%'

Das Volumen kann mit einem maximalen relativen Messfehler von 3 % ermittelt
werden.

Absoluter Fehler

Relativer Fehler

Fehlerrechnung

Bild 1.15 Turm mit Kegelspitze
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Definition 1.23

Umgebung einer Stelle

Definition 1.25

Lokale Extrema

1.4 Extremwerte von Funktionen mehrerer
Veranderlicher

Mit dem Begriff der Umgebung einer Stelle werden lokale und globale
Extremwerte von Funktionen mehrerer Veranderlicher erklart. Fur dif-
ferenzierbare Funktionen werden notwendige und hinreichende Kriteri-
en fur die Existenz lokaler Extremwerte angegeben. Die Klassifikation
kritischer Stellen umfasst auch sogenannte Sattelpunkte, in denen die
notwendigen Bedingungen erfillt sind, aber trotzdem kein lokaler Ex-
tremwert vorliegt.

1.4.1 Definition lokaler Extrema

Die Umgebung U, (Z) einer Stelle £ € R™ ist die Menge aller Stellen
x € R", fur die der Abstand zur Stelle Z kleiner als r ist:

|z —z| <7

Beispiel 1.24

Fir n = 1 ist die Menge R durch die Zahlengerade darstellbar und z durch den
entsprechenden Punkt auf ihr. Die Umgebung U,.(Z) ist das Intervall (Z—r, Z+7).

Fiir n = 2 ist die Menge R? durch eine Ebene darstellbar, Z durch den entspre-
chenden Punkt auf ihr und die Umgebung U,(Z) durch die inneren Punkte des
Kreises mit diesem Mittelpunkt und dem Radius r.

Fir n = 3 ist die Menge R® durch den dreidimensionale Raum darstellbar, &
durch den entsprechenden Punkt darin und die Umgebung U, () durch die inneren
Punkte der Kugel mit diesem Mittelpunkt und dem Radius r.

Sei f eine Funktion mit dem Definitionsbereich Dy C R™. Die Funk-
tion f hat an der Stelle z € Dy

1. ein lokales Minimum (Maximum), falls es eine Umgebung
U, (Z) gibt, sodass fiir alle x € U,(Z) gilt
fl) =z f(@)  (fz) < f(2)),

2. ein strenges lokales Minimum (Maximum), falls es eine Um-
gebung U, (Z) gibt, sodass fiir alle € U, (Z)\{Z} gilt

f) > f(@)  (f(z) < f(2)).

Beispiel 1.26

1. Die Funktion f(z1,z2) = 22 + z3 (siche Beispiel 1.6, Bild 1.16) hat an der
Stelle Z = (0,0) " ein strenges lokales Minimum: f(0,0) = 0. Fiir alle Stellen
(wl,mg)T #* (O,O)T gilt offenbar f(z1,z2) > 0 = f(0,0) und damit z. B. auch
fiir alle Stellen von Uy (z)\{Z}.

2. Die Funktion f(@i,z2) = 10 —2? — 22 (sieche Bild 1.17) hat an der Stelle
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Z = (0,0)" ein strenges lokales Maximum: f(0,0) = 10. Fiir alle Stellen
(z1,22) 7 # (0,0)7 gilt offenbar f(z1,x2) < 10 = f(0,0) und damit z. B.
auch fiir alle Stellen der Umgebung U, (Z)\{Z}.

3. Die Funktion f(z1,22) = #3 (siche Bild 1.18) hat an der Stelle Z = (0,0)
ein lokales Minimum: f(0,0) = 0. Fiur alle Stellen der Umgebung Uy (Z) gilt
f(z1,x2) > 0 = f(0,0), allerdings sind auch fiir die Stellen (z1,0)" € U, (%)
mit x; # 0 die Funktionswerte gleich Null: f(z1,0) = 0 = f(0,0). Daher ist
das Minimum kein strenges.

Bild 1.16 f(z1,32) = 22 + 22 Bild 1.17 f(z1,®2)=10—22 —22

Im folgenden Abschnitt geht es um die Bestimmung lokaler Extrema
von partiell differenzierbaren Funktionen, obwohl die Definition der lo-
kalen Extrema ohne den Differenzierbarkeitsbegriff auskommt.

1.4.2 Notwendige Bedingungen fur die Existenz
lokaler Extrema

Im Fall differenzierbarer Funktionen einer Veranderlichen bedingt ein
lokaler Extremwert an der Stelle z dort den Anstieg Null. Die Tangente
an den Graphen der Funktion verlauft dort parallel zur xz-Achse.

Fir differenzierbare Funktionen zweier Verdnderlicher kann analog ge-
schlussfolgert werden, dass die Tangentialebene an der lokalen Extrem-
stelle Z an den Graphen der Funktion f(z1,x2) horizontal liegen muss,
d. h. parallel zur (z1,z2)-Ebene ist. Die Tangentialebene wird von den
Tangentialvektoren (1,0, fz, (£)) " und (0,1, fz, (Z)) " aufgespannt (sie-
he Abschnitt 1.2). Die Forderung, dass die Tangentialebene parallel
zur (z1,22)-Ebene verlauft, bedeutet, dass die z-Komponenten beider
Vektoren gleich Null sein miissen: fz, (Z) = fz,(Z) = 0.

Sei f eine auf Dy C R™ definierte und dort differenzierbare Funktion.
Hat f an der Stelle z € Dy ein lokales Extremum, so gilt

fo,(®) =0, i=1,...,n. (1.6)

Bild 1.18 f(z1,72) =2

Satz 1.27
Notwendige Bedingung fiir ein
lokales Extremum
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Bemerkung 1.28

Bedingung fiir lokale Extrema

Bild 1.19 f(@yz)=2z]+aj— 22 —223

Sattelpunkt

Bild 1.20 f(z1,z2)=2%—23

Definition 1.31

1. Stellen Z, fir die die Bedingung (1.6) des Satzes 1.27 erfiillt ist,
heiBen kritische Stellen.

2. Kritische Stellen Z, die keine lokalen Extremwerte liefern, heiflen
Sattelpunkte.

Beispiel 1.29

An welchen Stellen kann die Funktion f(z1,z2) = 2z} 4+ 23 — 27 — 2x2 (siche
Bild 1.19) lokale Extrema haben?

Die notwendigen Bedingungen fiir die Existenz lokaler Extrema sind nach (1.6)
fzq = Smfli —2x1 =0 und frg = 4:63 — 4xo = 0.

Die erste Gleichung lautet nach Ausklammern 2z;(2z1 —1)(2214+1) = 0 und hat
die drei Loésungen z1 = 0,0.5, —0.5. Die zweite Gleichung lautet nach Ausklam-
mern 4z2(z2 —1)(z2+1) = 0 und hat die drei Losungen z2 = 0,1, —1. Da beide
Bedingungen gleichzeitig erfillt sein missen, ergeben sich folgende neun Stellen
als mogliche Stellen lokaler Extrema:

0,007, (0,1)7, (0,—1)T, (0.5,0)", (0.5,1) ", (0.5, —1) T,
(=0.5,0)", (—0.5,1) T, (—0.5,—1) .

Beispiel 1.30

Die Funktion f(z1,z2) = @2 — 22 hat die kritische Stelle # = (0,0)", denn die
notwendigen Bedingungen

fozq =221 =0 und fog = =222 =0

sind offenbar genau fiir 1 = 0 und z2 = 0 erfillt. Trotzdem gibt es keine Um-
gebung der Stelle Z = (0,0) ", in der alle Funktionwerte entweder kleiner oder
gleich bzw. gréBSer oder gleich f(0,0) = 0 wiren. Wiahlt man eine beliebige Um-
gebung U,.(Z), so ist z. B. fiir alle Stellen (x1,0) " mit |z1| < r dieser Umgebung
f(z1,0) = 22 > 0, withrend fiir alle Stellen (0, 22) mit |z2| < r dieser Umgebung
f(0,22) = —z2 < 0 ist. Damit kann die Funktion an der Stelle z = (0,0) " keinen
lokalen Extremwert haben. Die Funktion f ist in Bild 1.20 dargestellt.

1.4.3 Hinreichende Bedingungen fiir die Existenz
lokaler Extrema

Dalfiir, dass eine Funktion f an einer kritischen Stelle T einen lokalen
Extremwert hat, ist es erforderlich, dass die Funktion dort eine einheit-
liche Kriimmung aufweist, d. h. dass sie z. B. in jede Richtung, die von =
wegweist, ansteigt (oder absteigt). Die Kriimmung fiir eine Funktion f
zweier Verdnderlicher wird charakterisiert mit der folgenden Definition:

Eine auf ihrem Definitionsbereich Dy C R? zweimal stetig differen-
zierbare Funktion f ist an der Stelle z € D; konvex (konkav),
wenn dort gilt

forzr 2 ()0 und  fayaq foses > (fmzz)z- (1.7)
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Sie ist dort streng konvex (konkav), wenn gilt

frizr > ()0 und  fayzy fanzs > (fryms). (1.8)

Beispiel 1.32

1. Die Funktion f(z1,z2) = zf + 2zg hat an allen Stellen ihres Definitionsberei-
ches Dy = R? die partiellen Ableitungen fo o, = 2, fogay = 4, fo 2y = 0.
Sie ist an allen Stellen ihres Definitionsbereiches streng konvex, da die Unglei-
chungen in (1.8) erfillt sind.

2. Die Funktion f(z1,z2) = z? hat an allen Stellen ihres Definitionsbereiches
Dy = R? die partiellen Ableitungen fz 2, = 2, fogzg = 0, fziaz, = 0. Sie ist
an allen Stellen ihres Definitionsbereiches konvex, da (1.7) erfiillt ist. Sie ist
nicht streng konvex, da die strengen Ungleichungen in (1.8) nicht erfiillt sind.

Die auf ihrem Definitionsbereich Dy C R? zweimal stetig differen-
zierbare Funktion f hat an der kritischen Stelle £ € Dy

1. ein strenges lokales Minimum (Maximum), wenn dort gilt
fe1e1 fores > (fmlﬂm)z und  foya > (<) 0,

2. einen Sattelpunkt, wenn dort gilt
2
lezlfIZZZ < (fZIZZ) .

Im Fall fi,z, feoes = (fei2s)? kann keine Aussage getroffen werden.
f kann ein lokales Extremum oder einen Sattelpunkt haben. Zur
Unterscheidung sind andere Untersuchungsmethoden erforderlich, z. B.
die direkte Anwendung der Definition 1.31.

Beispiel 1.35
Betrachtet wird die Funktion f(z1,z2) = 2z} + 23 — 7 — 223 aus Beispiel 1.29.
Thre zweiten partiellen Ableitungen lauten
2 2
lezl = 2411 -2, fz222 = 1212 — 4, lez2 = 0.
Mit Satz 1.33 erhilt man fiir die neun kritischen Stellen folgende Klassifikation:

Stelle f;l:lml fwgwg f:171:172 f:171:171 fmgmg z (fw1w2)2 Klassifikation
0,0)" -2 -4 0 > lokales Maximum
o,1)" -2 8 0 < Sattelpunkt
0,-1)7 -2 8 0 < Sattelpunkt
(0.5,0) " 4 -4 0 < Sattelpunkt _
(0.5,1)7 4 8 0 > lokales Minimum
(0.5,—1) " 4 8 0 > lokales Minimum
(—0.5,0)" 4 -4 0 < Sattelpunkt
(-0.5,1)T 4 8 0 > lokales Minimum
(—0.5,-1)T| 4 8 0 > lokales Minimum

Konvexitat

Satz 1.33

Hinreichende Bedingung fiir ein
lokales Extremum

Bemerkung 1.34

Klassifikation kritischer Stellen
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Definition 1.36

v

Ludwig Otto Hesse

(* 22. April 1811 in Konigsberg in
PreuBlen, { 4. August 1874 in Miinchen)
deutscher Mathematiker, Professor
fir Mathematik in Halle, Heidelberg
und Minchen, Mitglied der Preuflischen
(1859) und Bayerischen (1869) Akademie
der Wissenschaften, Ehrenmitglied der
London Mathematical Society (1871)

Entwicklung der Theorie algebraischer
Funktionen und der Theorie der In-
varianten, geometrische Interpretation
algebraischer Transformationen, Ana-
lytische Geometrie der Ebene und des
Raumes, Determinanten, Hesse-Matrix

hier: Hesse-Matriz

Satz 1.37

Hinreichende Bedingung fiir ein
lokales Extremum

Fiir Funktionen mit mehr als zwei Veranderlichen gelten die folgenden Definitionen
und Sétze:

Eine auf ihrem Definitionsbereich Dy C R™ zweimal stetig differenzierbare

Funktion f ist an der Stelle x € Dy streng konvex, wenn die Hesse-Matrix

feror  foiag Jryan

fz2z1 fz2z2 fmgmn
H(z) =

foner  fonws fanan

dort positiv definit ist. Ist die Hesse-Matrix negativ definit, so ist die Funktion
f an dieser Stelle streng konkav.

Da die Hesse-Matrix aufgrund des Satzes von Schwarz (1.1) symmetrisch ist,
gelten folgende Satze:

1. Die Hesse-Matrix ist genau dann positiv definit, wenn die folgenden Determi-
nanten der Hauptminoren der Hesse-Matrix

S S S
A= _ fl‘lﬁﬂl lesr:2 _ r1T1 r1T2 13
1= fmlml , Ax = , Az = fzgzl fzgzg fzgzg PR}
fzgml fzgmg
frgzy  frgzs  fagag
lezl lezg fmlmn
feaer  Srowg Jrozy
An =
fznzl fznzg fmnmn

positiv sind:
A1 >0,A2 >0,A3 >0,...., A, > 0.

2. Die Hesse-Matrix ist genau dann negativ definit, wenn die Determinanten ihrer
Hauptminoren alternierende Vorzeichen haben, beginnend mit A; < 0:

A1 <0,A3 >0,A3<0,A4 >0,....

Die auf ihrem Definitionsbereich Dy C R™ zweimal stetig differenzierbare Funk-
tion f hat an der kritischen Stelle £ € Dy ein lokales Minimum (Maximum),
wenn sie dort streng konvex (konkav) ist.

Bemerkung: Im Fall n = 2 ist Ay = fo 0, und A2 = fo, 0, foges — (Foyag)-
Damit ergeben sich aus Satz 1.37 unmittelbar die hinreichenden Bedingungen fiir
lokale Extremwerte fiir Funktionen zweier Verdnderlicher wie in Satz 1.33.

1.5 Integralrechnung fiir Funktionen mehrerer

Veranderlicher

Die Integralrechnung fir Funktionen mehrerer Veranderlicher ermdglicht
die Berechnung von Flacheninhalten ebener Bereiche. Darauf basierend
werden sogenannte Doppelintegrale Uber ebene Bereiche definiert. Ih-
re Berechnung wird auf einfache Integrale zurtickgefihrt. Anwendun-
gen der Doppelintegrale sind z. B. die Bestimmung der Masse und der
Momente einer Platte mit inhomogener Dichteverteilung oder die Be-
rechnung bestimmter Volumina. Mit der Integralrechnung fir Funktionen
mehrerer Veranderlicher kénnen Integrale Uber ebene Kurven ausge-
wertet werden, wobei Kurvenintegrale 1. und 2. Art unterschieden wer-
den. Anwendungen von Kurvenintegralen 1. Art sind z. B. die Berech-
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nung der Masse und Momente einer Kurve mit inhomogener Dichtever-
teilung, von Kurvenintegralen 2. Art die Berechnung der Arbeit einer be-
liebigen Kraft entlang einer Kurve oder der Zirkulation und des Flusses
durch eine geschlossene Kurve in der Strdmungslehre. Der Satz von
Green stellt eine Beziehung zwischen dem Doppelintegral Uber ein Ge-
biet und dem Kurvenintegral entlang dessen Randkurve her und kann
damit in diesem Fall auch als Methode zur Berechnung von Doppelinte-
gralen benutzt werden. Eine Verallgemeinerung auf rdumliche Integrale
(Dreifachintegrale) und raumliche Kurvenintegrale kann analog erfolgen.

1.5.1 Integration lGiber ebene Bereiche

Flacheninhalt ebener Bereiche

Als ebener Bereich wird im Folgenden ein ebenes Gebiet zusam-
men mit seinem Rand bezeichnet.

Ein Gebiet ist eine offene, zusammenhéngende, nicht leere Punkt-
menge.

Eine Punktmenge ist offen, wenn es fiir jeden beliebigen Punkt P
aus ihr eine U, (P)-Umgebung gibt, die ebenfalls zur Punktmenge ge-
hort (siehe Definition 1.23).

Eine offene Punktmenge ist zusammenhéngend, wenn es zu belie-
bigen zwei Punkten P; und P» aus ihr einen Polygonzug innerhalb
dieser Punktmenge gibt, der P und P> verbindet.

Sei k eine natiirliche Zahl. Durch das Gitter achsparalleler Geraden
r1 = n27% xo = n27% n = 0,£1,42,..., wird die (x1,z2)-Ebene
in Quadrate mit der Kantenlinge 27* und dem Flicheninhalt 272"
unterteilt (sieche Bild 1.21).

Sei G ein beschrankter ebener Bereich, d. h. es gibt ganze Zahlen
a,b, c,d so, dass die Koordinaten (z1,z2) eines beliebigen Punktes von
G die folgenden Ungleichungen erfiillen:

27kqg < a1 <27Fp und 27ke < o < 27Fd.

Mit sx(G) wird die Summe der (endlich vielen) Flicheninhalte derje-
nigen Quadrate bezeichnet, die einschliellich ihres Randes vollstdndig
innnerhalb des Bereiches G liegen. Analog wird mit Sx(G) die Summe
der (endlich vielen) Flicheninhalte derjenigen Quadrate bezeichnet, die
mindestens einen Punkt von G enthalten (siche Bild 1.21). Offensicht-
lich gilt

sk(G) <SI(G), 1=1,2,... und sk(G) < sp41(G), (1.9)

d. h. die Folge der Flicheninhalte s, (G) ist fiir K — oo monoton wach-
send und nach oben beschrinkt (durch jeden beliebigen Flidcheninhalt
Si1(G), 1=1,2,...). Damit hat diese Folge einen Grenzwert

lim s, (GQ) = Fi(G). (1.10)

k—oo

Definition 1.38

Beschrédnkter ebener Bereich

A X2
St
{ \
S
/ \
[ -G
(=N )
o0 x,r

Bild 1.21 Beschrankter Bereich G
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