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Vorwort

Die Theorie elektromagnetischer Felder ist seit jeher wesentlicher Bestandteil ingenieurwis-
senschaftlicher Studiengänge im Bereich der Elektro- und Informationstechnik und fest in
den Curricula verankert. Das Fach verbindet physikalische Grundlagen mit modernen Anwen-
dungsfeldern.

Im Grundlagenbereich wird das Fach Elektromagnetische Feldtheorie und in höheren Semes-
tern die Fortführung und Vertiefung des Themas als Theoretische Elektrotechnik von Studie-
renden häufig als schwieriges Fach angesehen, weil es intensiv auf mathematische Zusam-
menhänge aus den Bereichen Vektoranalysis sowie Differential- und Integralrechnung zurück-
greift und gleichermaßen abstraktes und räumliches Denken fordert. Die ernsthafte Auseinan-
dersetzung mit diesen physikalischen Grundlagen ist allerdings von großem und dauerhaften
Nutzen. Einerseits verankert es die vereinfachenden Modelle der Netzwerkanalyse in der kom-
plexeren physikalischen Betrachtung und hält damit den Modellcharakter und die Grenzen
der Methoden bewusst. Andererseits ist der komplexe Ansatz unumgänglich, wenn es darum
geht, moderne technische Entwicklungen in der Informations- und Elektrotechnik zu verste-
hen und voranzutreiben.

Wesentliche Themenbereiche wie die klassische Hochfrequenztechnik mit ihren Wellenleiter-
strukturen und Antennen, sowie der Bereich der Elektromagnetischen Verträglichkeit, der sich
mit parasitären Kopplungen sowie Störaussendungen und -einkopplungen beschäftigt, sind
ohne feldtheoretisches Verständnis seit jeher undenkbar.

In anderen Bereichen ist die Feldsimulation weniger etabliert. War zum Beispiel bis vor kur-
zem der Entwurf von elektronischen Schaltungen noch mit Schaltplänen für die Funktionalität
und dem Leiterplatten-Layout mit Designregeln für die Herstellung zu bewerkstelligen, so ist
aufgrund der steigenden Packungsdichten und der sich immer weiter erhöhenden Taktraten
digitaler Schaltungen die konkrete Umsetzung oft nur mit feldtheoretischen Betrachtungen
und Optimierungen des Layouts zu beherrschen.

Um den gestiegenen Anforderungen beim Entwurf von Komponenten, Schaltungen und Syste-
men zu begegnen, stehen dem Entwickler mittlerweile umfangreiche und anwendungsfreund-
liche Softwarewerkzeuge zur Verfügung, die sehr unterschiedliche methodische Ansätze unter
einer Oberfläche vereinen. Die elektromagnetische Co-Simulation bringt dabei Schaltungssi-
mulation und Feldsimulation zusammen. Kritische Subsysteme können genauer mit einem
Feldsimulator untersucht und weniger kritische Schaltungsteile mit dem klassischen Schal-
tungssimulator berechnet werden. Der Schaltungsentwickler muss also zunehmend auch
Feldsimulationen durchführen.

Das vorliegende Buch erlaubt dem Studierenden den Einstieg in das Themengebiet der Feld-
theorie und Simulation. Dreh- und Angelpunkt für die analytischen Betrachtungen sind die
Maxwell’schen Gleichungen in Differential- und Integralform. Dabei wird auf Anschauung und
mathematische Berechenbarkeit gleichermaßen geachtet. Analytische Berechnungen und nu-
merische Beispiele in den einzelnen Kapiteln vertiefen das Verständnis und verknüpfen Theo-
rie und praktische Anwendung.
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Die Simulationen werden mit modernen kommerziellen Simulationswerkzeugen durchge-
führt, wie sie auch in der täglichen Praxis des Ingenieurs verwendet werden. Anhand von
numerischen Berechnungen werden die analytischen Betrachtungen nachvollzogen. Ziel ist
es einen klaren Blick auf die Möglichkeiten und Grenzen der analytischen und numerischen
Ansätze zu gewinnen. Am Ende des Buches schauen wir noch auf einige Anwendungsbeispiele
aus den Bereichen Hochfrequenztechnik und Elektromagnetische Verträglichkeit.

Dieses Buch enthält zunächst selbst keine Übungsaufgaben für Studierende. Zur Vertiefung
der Lehrinhalte ist das eigene Rechnen aber sehr wichtig. Es wurde daher eine Website mit
Aufgaben und Lösungen zum Themengebiet eingerichtet.

http://www.fh-dortmund.de/gustrau_angewandte_feldtheorie

An dieser Stelle bedanke ich mich bei allen Kollegen und Studierenden, die durch ihre Anre-
gungen – sei es durch ihre Fragen in Lehrveranstaltungen, sei es durch das Probelesen einzel-
ner Kapitel – zu diesem Buch beigetragen haben. Meiner Familie, die mich über die Entste-
hungszeit dieses Buches unterstützt hat, gilt mein ganz besonderer Dank.

Dortmund, im Frühjahr 2018 Frank Gustrau

http://www.fh-dortmund.de/gustrau_angewandte_feldtheorie
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2 Elektromagnetische Feldtheorie

In diesem Kapitel werden zunächst die elektromagnetischen Feldgrößen vorgestellt, wie sie
für den statischen – also zeitunabhängigen – Fall definiert sind. Es wird der Zusammenhang
zwischen den Feldgrößen und den Netzwerkgrößen wie Strom und Spannung verdeutlicht.
Die Maxwell’schen Gleichungen in Verbindung mit den Stetigkeitsbedingungen dienen dann
der vollständigen Beschreibung des elektromagnetischen Verhaltens für zeit- und ortsvariante
Feldgrößen.

Bei der mathematischen Behandlung und dem Auffindung von Lösungen der Maxwell’schen
Gleichungen hat es sich als vorteilhaft herausgestellt, bestimmte Problemklassen, wie Elektro-
statik, Magnetostatik, quasistatische Felder und schnell veränderliche Felder, zu unterschei-
den. Die Betrachtung gewinnt dabei an Komplexität, und das Verständnis für die feldtheoreti-
schen Zusammenhänge wächst Schritt für Schritt.

2.1 Physikalische Grundlagen
Zunächst stellen wir in den folgenden Abschnitten grundlegende feldtheoretische und mathe-
matische Zusammenhänge dar, um eine erste anschauliche Vorstellung des elektrischen und
magnetischen Feldes zu gewinnen.

2.1.1 Elektrostatische Feldgrößen

Wir beginnen mit den elektrischen Feldgrößen für den zeitunabhängigen (statischen) Fall und
erklären die Bedeutung der Netzwerkgrößen Spannung und Kapazität.

2.1.1.1 Ladung und Coulomb-Kraft
Historisch hat man schon früh die Bedeutung von elektrischen Ladungen Q erkannt und
festgestellt, dass sich Ladungen durch ihre Kraftwirkungen aufeinander auszeichnen. Man
unterscheidet positive und negative Ladungen, wobei sich gleichnamige Ladungen abstoßen
(Bild 2.1a) und ungleichnamige Ladungen anziehen (Bild 2.1b). Ladungsmengen werden in
der Einheit Coulomb angegeben ([Q] =C).

Die Coulomb-Kraft F⃗C beschreibt die Kraftwirkung zwischen zwei Ladungen Q1 und Q2, die
sich im Abstand r zueinander befinden. Die Ladungen werden als punktförmig angenommen
(Punktladung). Der Betrag der Kraft in der Einheit Newton ([F ] =N) kann mit nachfolgender
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Gleichung (2.1) berechnet werden.

FC = 1

4πε0
· Q1Q2

r 2 (Coulomb-Kraft) (2.1)

Die Dielektrizitätskonstante ε0 besitzt den Wert 8,854 ·10−12 As/(Vm). Die Richtung der Kraft
ergibt sich auf einer gedachten Verbindungsgeraden zwischen den Punktladungen, wobei die
Kräfte bei ungleichnamigen Ladungen aufeinander zu zeigen und bei gleichnamigen Ladun-
gen voneinander weg zeigen (Bild 2.1a und 2.1b). Falls mehr als zwei Landungen vorhanden
sind, so können paarweise die Kräfte ermittelt und nach dem Superpositionsprinzip vektoriell
überlagert werden. Bild 2.1c zeigt die paarweise Wechselwirkung und die vektorielle Addition
der Teilkräfte zu den Gesamtkräften.

Ladungen sind naturgemäß gequantelt und kommen nur in ganzzahligen Vielfachen der Ele-
mentarladung e = 1,602 ·10−19 C vor. Diese Quantelung spielt aber makroskopisch – also bei
Vorhandensein einer ausreichend großen Anzahl von Ladungsträgern – keine Rolle, sodass wir
im Folgenden von einer kontinuierlichen Ladungsmenge ausgehen wollen.
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r

(a) Zwei gleichnamige Ladungen

+

r

+

1Q 2Q
C2F
r
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(b) Zwei ungleichnamige Ladungen
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1Q 2Q
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(c) Superposition der Kräfte bei drei Ladungen
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Bild 2.1 Coulomb-Kräfte zwischen (a) zwei gleichnamigen Ladungen, (b) zwei ungleichnamigen La-
dungen und (c) drei Ladungen

Bei den bislang betrachteten Ladungen handelte es sich um Punktladungen, bei denen die
Ladungsmenge in einem singulären Raumpunkt angenommen wird. Bei kontinuierlich im
Raum verteilten Ladungen verwendet man zur Beschreibung die Raumladungsdichte ρ (Ein-
heit [ρ] = C/m3). Die Gesamtladung Q erhalten wir dann durch die Integration über das la-
dungserfüllte Volumen V .

Q =
Ñ

V

ρdv (2.2)

2.1.1.2 Elektrische Feldstärke
Im Folgenden wollen wir uns vom Begriff der Kraft lösen, indem wir eine neue physikalische
Größe einführen. Hierzu beziehen wir die auf die Ladung Q2 wirkende Kraft F⃗2 auf die Ladung
Q2 selbst. Wir erhalten damit die elektrische Feldstärke E⃗1 der Ladung Q1 am Ort der Ladung
Q2.

E⃗1 = F⃗2

Q2
(2.3)
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Die elektrische Feldstärke (in der Einheit [E ] = V/m) gibt also die Richtung der Kraftwirkung
auf eine Probeladung Q2 an, die sich in der Nähe einer Ladung Q1 befindet. Das elektrische
Feld E⃗1 einer Punktladung Q1 im Ursprung ist damit in Kugelkoordinaten durch folgende Glei-
chung gegeben:

E⃗1(r ) = 1

4πε0
· Q1

r 2 e⃗r (Elektrische Feldstärke einer Punktladung im Ursprung) (2.4)

Obgleich in Gleichung (2.3) rechentechnisch nur eine Quotientenbildung vorgenommen und
damit eine von Q2 unabhängige Größe geschaffen wird, bedeutet die neue Größe doch mehr
als die Normierung einer Kraft. Bei der anfänglichen Beschreibung über die Coulomb-Kräfte
existieren im Raum verteilte Ladungen, die direkt – über eine Distanz hinweg – Kräfte aufein-
ander ausüben (Fernwirkungsprinzip).

Nun mit der Einführung des Begriffs des elektrischen Feldes wird zunächst von der Ladung
Q1 ein elektrisches Feld E⃗1 erzeugt. Mathematisch stellt die elektrische Feldstärke E⃗ nun ein
Vektorfeld dar, welches jedem Raumpunkt einen Vektor zuweist. Das elektrische Feld E⃗1 der
Ladung Q1 existiert dabei auch ohne die Anwesenheit der Ladung Q2. Wird nun eine Ladung
Q2 in des Feld E⃗1 der Ladung Q1 gebracht, so interagiert die Ladung Q2 mit dem lokalen elek-
trischen Feld der Ladung Q1 am Ort der Ladung Q2 (Nahwirkungsprinzip). Die Ladung Q2

erzeugt nun aber auch ihrerseits ein elektrisches Feld E⃗2, und so ergibt sich schließlich auch
eine Kraftwirkung auf die Ladung Q1.

Ein ortsabhängiges elektrisches Vektorfeld E⃗ (⃗r ) kann durch sogenannte Feldlinienbilder an-
schaulich dargestellt werden. Bild 2.2a zeigt das Feldlinienbild einer positiven Punktladung.
Dem Feldlinienbild kann anschaulich die Richtung und der Betrag entnommen werden: Die
vektorielle Größe E⃗ ist dabei immer tangential zu den Feldlinien gerichtet, und die Liniendich-
te deutet die Amplitude der Feldstärke an. Wie in Gleichung (2.4) mathematisch formuliert er-
kennt man im Feldlinienbild, dass das elektrische Feld radial von der Ladung fortgerichtet ist
und der Betrag mit steigendem Abstand sinkt.

In Bild 2.2b und Bild 2.2c finden wir die Feldlinienbilder von zwei gleichnamigen bzw. un-
gleichnamigen Ladungen. Bild 2.2d zeigt die Feldverteilung in einem Plattenkondensator, bei
dem sich zwei parallele Flächen mit entgegengesetzter Ladung gegenüberstehen. Zwischen
den Platten ist das elektrische Feld in guter Näherung homogen. An den Rändern entsteht ein
Streufeld, und das Feld im Außenraum ist in erster Näherung zu vernachlässigen.

Wenn man sich den Verlauf der Feldlinien und damit die Richtung der Kraftwirkung auf ei-
ne positive Ladung in den Bildern ansieht, so fällt auf, dass diese immer von den positiven
Ladungen weg- und zu den negativen Ladungen hinführen. Man könnte auch sagen, dass
die positiven Ladungen die Quellen des elektrostatischen Feldes darstellen (hier entspringen
die Feldlinien) und dass die negativen Ladungen die Senken sind (hier enden die elektrischen
Feldlinien).

Die Feldlinien des elektrostatischen Vektorfeldes besitzen Anfang und Ende. Ein Vektorfeld,
welches Quellen entspringt und in Senken endet, bezeichnet man als Quellenfeld.
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Bild 2.2 Elektrische Feldlinienbilder (a) einer positiven Punktladung, (b) zwischen zwei gleichnamigen
Ladungen, (c) zwischen zwei ungleichnamigen Ladungen und (d) in einer Plattenkondensatoranord-
nung

2.1.1.3 Spannung und elektrisches Potential
Bewegen wir eine Ladung Q2 nun im Feld einer anderen Ladung Q1, so geschieht diese Bewe-
gung unter Einfluss einer Kraft. Die Physik lehrt uns, dass hierbei Arbeit verrichtet wird. Für
den Fall der Verschiebung einer Ladung vom Punkt r⃗A zum Punkt r⃗B kann die Arbeit Wr⃗A r⃗B

berechnet werden.

Wr⃗A r⃗B =
r⃗B∫

r⃗A

F⃗2 · d⃗s =
r⃗B∫

r⃗A

Q2E⃗1 · d⃗s =Q2

r⃗B∫
r⃗A

E⃗1 · d⃗s

︸ ︷︷ ︸
U

=Q2U (2.5)

Zwischen der Kraft F⃗ und dem Wegelement d⃗s steht das Skalarprodukt, sodass also stets nur
der Kraftanteil in Richtung des Weges einen Beitrag liefert. In Gleichung (2.5) kann die kon-
stante Ladung Q2 aus dem Integral gezogen werden. Das Linienintegral über die elektrische
Feldstärke E⃗ liefert nun ein neue Größe, die wir als Spannung bezeichnen und in der Einheit
Volt angeben.

U =
r⃗B∫

r⃗A

E⃗ · d⃗s (Spannung zwischen den Raumpunkten r⃗A und r⃗B) (2.6)

Die Spannung U ist im Gegensatz zur elektrischen Feldstärke E nun keine Feldgröße mehr,
denn die Spannung ist zwischen zwei Punkten definiert und nicht an einem Raumpunkt.
Wir haben es also mit einer integralen Größe zu tun.

Man kann nun aber in Anlehnung an den Spannungsbegriff eine neue Feldgröße definieren,
indem man den Anfang oder den Endpunkt des Integrals als Referenzpunkt festhält. Dies führt
zum Begriff des elektrischen Potentials φ. Das Potential φ bezogen auf den Referenzpunkt r⃗0
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können wir mithilfe folgender Gleichung schreiben:

φr⃗0 (⃗r ) =
r⃗0∫

r⃗

E⃗ · d⃗s (Potential am Ort r⃗ ) (2.7)

Das Potential stellt ein Skalarfeld dar, welches jedem Raumpunkt einen skalaren Potentialwert
zuweist. Das Potential entspricht damit im statischen Fall der Spannung zwischen dem Raum-
punkt r⃗ und dem Referenzpunkt r⃗0.

Im Falle elektrostatischer Felder kann aus dem Potential auch direkt wieder die elektrische
Feldstärke berechnet werden. Wir benötigen hierzu den Gradientoperator, der sich in kartesi-
schen Koordinaten als Summe der partiellen Ableitungen in die drei kartesischen Raumrich-
tungen schreiben lässt.

E⃗ =−gradφ=−∇φ=−
(
∂φ

∂x
e⃗x + ∂φ

∂y
e⃗y + ∂φ

∂z
e⃗z

)
(2.8)

Die Gradientfunktion überführt das skalare Potentialfeld in ein Vektorfeld. Der Vektor gradφ
zeigt dabei in jedem Raumpunkt stets in Richtung der größten Änderung (des steilsten An-
stiegs) der Potentialfunktion. Aus diesem Grund wird der Gradientoperator auch bei Optimie-
rungen verwendet, denn auf der Suche nach einem Maximum oder Minimum kommt man in
der Regel am schnellsten voran, wenn man sich in einer Richtung bewegt, in der die Funkti-
onswerte sich besonders rasch ändern. Durch das Minuszeichen in Gleichung (2.8) zeigt die
elektrische Feldstärke stets von größeren zu kleineren Potentialwerten.

r

E

+

Q

const.=f

(a) (b)

+ + + + + + + + + + + +

- - - - - - - - - - - -

Q-

Q

E
r

Bild 2.3 Elektrische Feldstärke und Potential (a) einer Punktladung im Ursprung und (b) im Platten-
kondensator

Interessant ist, dass es im Prinzip unendlich viele Potentialfelder gibt, da der Referenzpunkt r⃗0

frei wählbar ist. Eine Verschiebung des Referenzpunktes verändert den Integrationsweg und
hebt damit das Potential insgesamt an oder senkt es ab, führt also zu einer additiven Konstan-
te. Das elektrische Feld E ist aber durch seine Kraftwirkung auf Ladungen definiert und damit
stets eindeutig. Bei der Gradientfunktion werden nun nur Ableitungen des Potentials berück-
sichtigt, sodass eine additive Konstante der Potentialfunktion keine Auswirkung auf das elek-
trische Feld hat.
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Elektrostatische Probleme können mathematisch anstatt über das elektrische Vektorfeld E⃗ (⃗r )
alternativ über das Skalarfeld des Potentialsφ(⃗r ) beschrieben werden. Zur Veranschaulichung
dienen dann Flächen mit gleichen Potentialwerten (Äquipotentialflächen). Die Äquipotential-
flächen (mit φ = const.) sind stets senkrecht zu den elektrischen Feldlinien orientiert, denn
nach Gleichung (2.5) wird aufgrund des Skalarproduktes keine Arbeit verrichtet, wenn Kraft
und Weg senkrecht zueinander verlaufen. Bild 2.3a zeigt eine Punktladung Q im Ursprung mit
radial nach außen zeigenden elektrischen Feldvektoren E⃗ . Die Äquipotentialflächen sind nun
Kugelschalen. In Bild 2.3b sehen wir einen Plattenkondensator mit homogenem vertikal ori-
entierten elektrischen Feld. Die Äquipotentialflächen sind nun horizontal verlaufende Flächen
im Innern des Kondensators. In den Randbereichen ergeben sich aufgrund des Streufeldes ab-
weichende Verläufe.

Beispiel 2.1 Berechnung der elektrischen Feldstärke aus dem Potentialverlauf

Gegeben sei das Potential einer Punktladung im Ursprung in Kugelkoordinaten:

φ= Q

4πε0
r (Potential einer Punktladung im Ursprung) (2.9)

Mit Gleichung (2.8) wollen wir aus dem Potentialverlauf die elektrische Feldstärke
E⃗ berechnen. Hierzu benötigen wir zunächst einmal die Formulierung des Gradien-
toperators in Kugelkoordinaten. Im Anhang A dieses Buches finden wir die für die
Berechnung notwendige Darstellung für unterschiedliche Koordinatensysteme. Glei-
chung (A.66) liefert uns den gesuchten Zusammenhang mit:

gradφ= ∂φ

∂r
e⃗r + 1

r

∂φ

∂ϑ
e⃗ϑ+

1

r sinϑ

∂φ

∂ϕ
e⃗ϕ (2.10)

Somit erhalten wir für das elektrische Feld:

E⃗ =−gradφ=−∂φ
∂r

e⃗r − 1

r

∂φ

∂ϑ︸︷︷︸
= 0

e⃗ϑ−
1

r sinϑ

∂φ

∂ϕ︸︷︷︸
= 0

e⃗ϕ (2.11)

Da das gegebene Potential φ=φ(r ) nur eine radiale Abhängigkeit aufweist, verschwin-
den die Ableitungen des Potentials in ϑ- und ϕ-Richtung. Uns bleibt:

E⃗ =−∂φ
∂r

e⃗r (2.12)

=− Q

4πε0

∂

∂r

(
1

r

)
e⃗r (2.13)

=− Q

4πε0

(
− 1

r 2

)
e⃗r (2.14)

= Q

4πε0r 2 e⃗r (2.15)

Unser Endergebnis entspricht der elektrischen Feldstärke einer Punktladung im Ur-
sprung, wie wir es schon in Gleichung (2.4) notiert haben.

Bild 2.3a zeigt den Verlauf der elektrischen Feldstärke E⃗ und des Potentials φ. Das vek-
torielle elektrische Feld zeigt stets in radialer Richtung nach außen. Das skalare Poten-
tialfeld kann durch Flächen gleichen Potentials (Äquipotentialflächen) veranschaulicht
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werden. Diese Äquipotentialflächen sind im Falle einer Punktladung Kugelschalen mit
der Punktladung im Zentrum der Kugel. ■

Beispiel 2.2 Alternative Berechnung in kartesischen Koordinaten

Im vorangegangenen Beispiel haben wir den Gradientoperator sehr vorteilhaft in pro-
blemangepassten Kugelkoordinaten ausgewertet. Grundsätzlich ist es aber auch mög-
lich, über die kartesischen Koordinaten zu gehen. Allerdings ist der Aufwand hier grö-
ßer, wie wir rasch feststellen werden.
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r
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Bild 2.4 Darstellung eines Ortsvektors
r⃗0 = r0e⃗r durch kartesische Koordinaten
r⃗0 = x0e⃗x + y0e⃗y + z0e⃗zx

Zunächst einmal müssen wir die Potentialfunktion φ in kartesische Koordinaten um-
schreiben. Die radiale Vektor r⃗ , der vom Ursprung zum Aufpunkt zeigt, kann folgender-
maßen durch die kartesischen Koordinaten x, y und z ausgedrückt werden:

r⃗ = xe⃗x + ye⃗y + ze⃗z (2.16)

Bild 2.4 verdeutlicht dies für einen Ortsvektor r⃗0.

Mit der Länge r des Ortsvektors

r = |⃗r | =
√

x2 + y2 + z2 (2.17)

erhalten wir für die Potentialfunktion somit:

φ= Q

4πε0r
= Q

4πε0

1√
x2 + y2 + z2

(2.18)

Das elektrische Feld erhalten wir mit dem Gradientoperator in kartesischen Koordina-
ten:

E⃗ =−gradφ=−∂φ
∂x

e⃗x − ∂φ

∂y
e⃗y − ∂φ

∂z
e⃗z (2.19)

Exemplarisch betrachten wir die partielle Ableitung in x-Richtung:

∂φ

∂x
= Q

4πε0
· ∂
∂x

[(
x2 + y2 + z2)− 1

2

]
(2.20)
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Durch Anwendung der Kettenregel [u (v(x))]′ = u′ (v(x)) v ′(x) erhalten wir:

∂φ

∂x
= Q

4πε0
·
(
−1

2

)(
x2 + y2 + z2)− 3

2 · (2x) (2.21)

=− Q

4πε0
· x(√

x2 + y2 + z2︸ ︷︷ ︸= r

)3
(2.22)

=− Q

4πε0
· x

r 3 (2.23)

Die Ableitungen in y- und z-Richtung ergeben sich analog:

∂φ

∂y
=− Q

4πε0
· y

r 3 (2.24)

und

∂φ

∂z
=− Q

4πε0
· z

r 3 (2.25)

Wir führen die Teilergebnisse zusammen:

E⃗ = Q

4πε0r 3

(
xe⃗x + ye⃗x + ze⃗z

)︸ ︷︷ ︸
= r⃗ = r e⃗r

(2.26)

= Q

4πε0r 2 e⃗r (2.27)

Es ergibt sich das gleiche Resultat, das zuvor – jedoch mit weniger Aufwand – in Kugel-
koordinaten ermittelt wurde. Dieses Beispiel zeigt, dass das Rechnen mit probleman-
gepassten Koordinaten effizienter ist. ■

2.1.1.4 Polarisation und relative Dielektrizitätszahl
Bislang haben wir Ladungen im freien Raum betrachtet. Kommen nun aber Materialien hin-
zu, so ist die Definition von weiteren Größen hilfreich. Betrachten wir gemäß Bild 2.5 einen
Plattenkondensator, auf dessen Platten sich die Ladungsmengen +Q und −Q befinden. Zwi-
schen den Platten bildet sich ein homogenes Feld E⃗0 aus, und wir können die Spannung U0

bestimmen. Bringen wir nun ein Isoliermaterial (Dielektrikum) in den Plattenkondensator, so
zeigt sich, dass die veränderte Spannung UM zwischen den Platten gegenüber dem Fall ohne
Isoliermaterial verringert ist (UM < U0). Entfernen wir das Isoliermaterial wieder, so erhalten
wir den ursprünglichen Spannungswert U0.

Durch Einbringen des Isolators in das elektrische Feld E⃗0 richten sich polarisierte Teilchen im
Isolator in Feldrichtung aus. Im Inneren gleichen sich nun die Ladungen jeweils wieder aus,
an der Oberfläche ergibt sich jedoch eine resultierende Oberflächenladungsverteilung. Durch
diese Ladungen entsteht im Dielektrikum ein Gegenfeld E⃗P, welches sich dem ursprünglichen
äußeren Feld E⃗0 überlagert. In der Materie herrscht ein abgeschwächtes Feld E⃗M mit dem Be-
trag:

EM = E0 −EP (2.28)
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Bild 2.5 Zum Verständnis der Polarisation: (a) luftgefüllter Plattenkondensator, (b) dielektrisches Ma-
terial im Kondensator (Entstehung eines Gegenfeldes), (c) dielektrisches Material im Kondensator
(reduziertes elektrisches Feld im Dielektrikum), (d) ungeordnete polarisierte Teilchen im Dielektrikum,
(e) Orientierung von polarisierten Teilchen im Dielektrikum unter Einfluss eines äußeren elektrischen
Feldes

Dieser Effekt wird als Polarisation bezeichnet. Wie gut Materie polarisierbar ist, hängt vom in-
neren Aufbau ab. Wie oben gezeigt, tritt der Effekt bei polarer Materie auf. Er ist aber ebenso bei
nicht polarer Materie zu beobachten. Stellen wir uns hierzu ein einfaches Modell eines unpo-
laren Teilchens vor: Um einen positiven Kern liegt eine negativ geladene Elektronenhülle; die
Ladungsschwerpunkte von Kern und Elektronenhülle fallen dabei zusammen. Nach außen ist
das Teilchen elektrisch neutral. Unter dem Einfluss eines äußeren Feldes wirken auf Kern und
Hülle Kräfte in unterschiedlicher Richtung. Die Ladungsschwerpunkte wandern auseinander,
und es entsteht ein polares Teilchen.

Kehren wir zu unserem Gedankenexperiment mit dem Plattenkondensator zurück: Bei Fül-
lung des Plattenkondensators mit dem Dielektrikum ergibt sich durch die verringerte elektri-
sche Feldstärke im Medium eine reduzierte Spannung UM.

UM =
Obere Platte∫

Untere Platte

E⃗M · d⃗s <U0 (2.29)

Am Anfang des Abschnitts haben wir beschlossen, uns nur mit makroskopischen Vorgängen
zu beschäftigen, bei denen wir die Quantelung der Ladung vernachlässigen können und kon-
tinuierliche Verteilungen annehmen. Nun beruht die vorherige anschauliche Interpretation
der Polarisation auf mikroskopischen Überlegungen und ist somit wenig hilfreich, wenn wir
den Effekt der Polarisation mathematisch einfach in einem makroskopischen Modell beschrei-
ben wollen. Zur makroskopischen Beschreibung verwenden wir den Quotient zwischen der
ursprünglichen und der reduzierten Spannung bzw. Feldstärke. Diese neue Größe nennen wir
relative Dielektrizitätszahl εr.

εr = E0

EM
= U0

UM
(2.30)

Die relative Dielektrizitätszahl εr ist eine dimensionslose Größe und für die meisten Mate-
rialien durch einen einfachen Zahlenwert größer als eins gegeben. Tabelle 2.1 listet relative
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Dielektrizitätszahlen für technisch wichtige Dielektrika auf. In der Praxis werden für erste Ab-
schätzungen in der Regel idealisierte Materialien verwendet. Statt Luft und anderer Gase kann
häufig vereinfachend von Vakuum (εr = 1) ausgegangen werden.

Falls Materialien eine Richtungsabhängigkeit (Anisotropie) aufweisen, also für unterschiedli-
che Orientierungen des Materials im Kondensator sich verschiedene Spannungen ergeben, so
erfolgt die Beschreibung durch eine Matrix.

2.1.1.5 Verhalten bei Wechselstrom
Bei Anlegen einer Wechselspannung wechselt die Ladung auf den Kondensatorplatten peri-
odisch die Polarität. Die polaren Teilchen im Dielektrikum ändern daher mit der gleichen Fre-
quenz ihre Lage. Mit zunehmender Frequenz sind die Teilchen nicht mehr in der Lage, dem
anregenden Feld E⃗0 zu folgen. Die feldschwächende Wirkung lässt nach, sodass mit steigen-
der Frequenz im Allgemeinen mit einem Abfall der relativen Dielektrizitätszahl gerechnet wer-
den muss. Die Frequenzabhängigkeit εr(ω) vieler Materialien kann mathematisch über soge-
nannte Debye-Beziehungen beschrieben werden [Detl12]. Hierin gehen die statische relative
Dielektrizitätszahl εr(0) sowie der Grenzwert für sehr hohe Frequenzen εr(∞) und eine mate-
rialcharakteristische Größe (Relaxationszeit) ein. Viele technisch wichtige Dielektrika haben in
ihrem Einsatzfrequenzbereich allerdings hinreichend konstante relative Dielektrizitätszahlen
(Tabelle 2.1).

Tabelle 2.1 Relative Dielektrizitätszahl εr verschiedener Materialien

Material εr

Vakuum 1
Luft ≈ 1
Polytetraflourethylen (PTFE) 2,1
Glasfaserverstärktes Epoxidharz (FR4) ≈ 4
Aluminiumoxid (Al2O3) 9,8
Glas ≈ 6
Wasser ≈ 80

Mit der bei Wechselspannungen auftretenden ständigen Umorientierung der Teilchen sind
Wärmeverluste verbunden. Wie wir in Abschnitt 2.2.4 noch genauer sehen werden, wird dieser
Verlustmechanismus mit einem Verlustfaktor tanδε beschrieben.

2.1.1.6 Dielektrische Verschiebungsdichte
Eine weitere wichtige Größe zur Beschreibung elektrischer Felder ist die dielektrische Verschie-
bungsdichte D⃗ , die auch als elektrische Flussdichte bezeichnet wird. Bei ihrer Definition taucht
die zuvor eingeführte relative Dielektrizitätszahl wieder auf.

D⃗ = ε0εrE⃗ (Dielektrische Verschiebungsdichte) (2.31)

Im Vakuum ist die dielektrische Verschiebungsdichte bis auf den konstanten Faktor ε0 gleich
der elektrischen Feldstärke. In Materialien kommt noch die relative Dielektrizitätszahl εr hin-
zu. Die dielektrische Verschiebungsdichte besitzt die physikalische Einheit [D] = C/m2, also
Ladung pro Fläche.
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