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Vorwort

Everything You Always Wanted to Know About Sex*

(*But Were Afraid to Ask)

Woody Allen

Mit diesem Buch verbinde ich ein spezielles personliches Anliegen. Ublicherweise werden die

Vorlesungen tiber Technische Mechanik fiir die Anfangssemester ,ingenieurfreundlich“ gele-

sen, d.h. man vermeidet es tunlichst, fortgeschrittene Kapitel der Hoheren Mathematik zu

verwenden und erkldrt Sachverhalte gerne anschaulich, sozusagen auf der Riickseite des Brief-

umschlags, da man doch technisch orientiert ist und sich mit abstrusen Formalismen ungern

aufhélt. Kurz gesagt, man gesteht sich nicht ein, dass es Dinge gibt, mit denen man eventuell

Schwierigkeiten hat, sie zu verstehen und zu meistern. Das ist nur allzu menschlich. Nun gibt

es jedoch auch Menschen, denen es daran liegt, hinter die Kulissen zu schauen und denen es

Freude macht, in voller Tiefe zu begreifen, warum ein Sachverhalt so ist, wie man ihn darstellt,
so phantastisch dieser Wunsch auch klingen mag.

Um ein Beispiel zu geben: Das Prinzip der virtuellen Arbeit kann man einfiihren, ohne den
Begriff der Variation zu verwenden und Grundbegriffe der Funktionalanalysis zu kennen. Man
wundert sich zwar anfangs dariiber, was eine virtuelle Verriickung ist und warum diese mit
du bezeichnet wird, aber mit der Zeit gewohnt man sich auch daran. Ich wiirde soweit ge-
hen, festzustellen, dass Personen existieren, die vollauf damit zufrieden sind, etwas anwenden
zu konnen, ohne zu verstehen, warum es funktioniert, und die auch gerne glauben, dass die
Energie eines Systems schon extremal werden wird. Irgendein Gott wird es bestimmt so einge-
richtet haben! Es gibt sogar Menschen, die wollen nicht einmal anwenden, sondern eigentlich
viel lieber gar nichts tun. Aber wie gesagt ..., es gibt auch andere, die nicht so sind. Und fiir
diese ist dieses Buch geschrieben.

Nichtsdestoweniger, man muss beide Welten kennen! Und so empfehle ich Studierenden der
Physikalischen Ingenieurwissenschaft oder der Technomathematik auch das mit dem Kolle-
gen Ferber entstandene, ebenfalls im Hanser-Verlag erschienene Fachbuch Technische Mecha-
nik fiir Ingenieure parallel zu lesen’, ja, das vorliegende Buch vielleicht eher als Erginzung zu
begreifen, denn schliefflich geht es letztendlich darum, Priifungen in Echtzeit zu bestehen.
Und die Priifungen drehen sich um die Pflicht und nicht um die Kiir.

Zu diesem Buch haben viele Studierende und Mitglieder unserer Fachgruppe direkt bzw. zu-
mindest indirekt beigetragen. Zwei Mitgliedern der Fachgruppe aber gilt fiir ihre umfangreiche
Arbeit besonderer Dank, namlich den Herren Sebastian Glane und Wilhelm Rickert. Deshalb
erscheinen sie auch im Cover und tragen Verantwortung fiir das hier Gesagte.

In diesem Sinne per aspera ad astra!

Berlin, im Juli 2020 Wolfgang H. Miiller

T oder andere im Verzeichnis angegebene Ingenieurliteratur iiber Technische Mechanik
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den, indem man die Gleichgewichtsgleichungen aus Gleichung (1.111) als lineares Glei-
chungssystem darstellt:

3n

ZA,-jxj:bi, iefl,...,3n}, (1.112)
j=1
mit
?Ax 1 00 -1 0 ©0 0 0 0O O 0 O 0
Ay 010 0 1 0 0 0 0O 0O 0 O 0
My 00 1 0 ¢ 0 0 0O 0O 0O 0 0 0
Fpy 00 0 1 0 -1 00 0 0 0 O 0
Fg,, 0 0o 0 0 -1 0 1 1 0 0 0 O -F
_ | o, ~]lo 0o 0 -a 22 0 0 0 0O 0O 0O O _|-M
X= Fp,, vA=10 0 0 0 0o 1 o0 0 1 o o ol P=]o0 (1.113)
Fc, 00 0 0 0 O 1 0 0 0 0 0 0
A 00 0 0 0 O 0 0 0O 1 0 0 0
X
M 00 0 0 0 O 0 0 -1 0 -1 0 0
£ 00 0 0 0 O 0 0 0 0 0 1 0
Fx
B 00 0 0 0 0O 0 0 0O 1 0 0 0
y

Das Kriterium fiir die Losbarkeit ist nun, ob die Determinante der Matrix ungleich
Null ist. In diesem Fall verschwindet det(A) = 0, so dass das System nicht l16sbar ist. W

B 1.6 Der biegesteife Trager
@ Propiideutilkum: Man studiere aus [ ] den Abschnitt 1.6.

1.6.1 Begriffsbildung

Die Pendelstiitzen eines Fachwerks sind idealerweise gelenkig gelagert, so dass auf sie nur Nor-
malkrifte (Zug oder Druck), aber keine Biegemomente {ibertragen werden konnen. Wir haben
aber schon in Abb. 1.26 gesehen, dass in der Realitdt die Kopplung von Stiitze zu Stiitze mehr
oder weniger steif ist, was bedeutet, dass doch Querkréfte und Momente {ibertragen werden.
In der Tat ist das der allgemeine Fall. Daher untersuchen wir im Folgenden durch Normal- und
Querkrifte sowie durch Momente belastete Balken. Balken ist ein bauteilbezogener Ausdruck:
Ein geometrisch definierter Querschnitt (quadratisch, rund, rechteckig, L-Profil, Doppel-T-
Profil etc.) und eine im Verhéltnis dazu i. A. grole Lange bestimmen seine Form. In der Tat
spricht man von einem (geraden) schlanken Balken, wenn die charakteristische Querschnitts-
zur Achsldnge in etwa 1:10 oder grofer ausmacht. Solche Balken werden wir untersuchen, da
dann die zu verwendende Theorie hinreichend simpel ist. Funktionell bezeichnet man waag-
rechte, nur teilweise aufliegende Balken auch als Trdger. Aulerdem werden wir uns auf Bal-
kenkonstruktionen in der Ebene beschrénken. Das ldsst bereits hinreichend viel Spielraum fiir
die Belastung zu und erlaubt dennoch eine mathematisch nicht zu umfangreiche Beschrei-
bung.
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Unser vordringliches Ziel ist es, Tragwerke sicher zu konstruieren. Somit ist sicherzustellen,
dass die in der Konstruktion verwendeten Balken weder zerreifen noch knicken oder sich
verbiegen. Um das zu garantieren, muss man iiber der Balkenachse fiir jeden Balkenquer-
schnitt nachweisen, dass die dort herrschenden Spannungen gewisse kritische Werte nicht
libersteigen. Dass Spannungen quasi Kréfte pro Flacheneinheit, also Kraftintensitdten sind,
welche Arten es gibt und wie sie genau berechnet werden, wird spéter erldutert. Gegenwartig
gentigt es zu wissen, dass man dazu die im Balkenquerschnitt wirkenden Kraftverhéltnisse ge-
nau kennen muss. Diese sind durch die drei SchnittgrofSen, naimlich Normalkraft-, Querkraft-
und Momentenverteilung, gegeben. Ihrer Begriffsbildung und den zugehérigen Berechnungs-
verfahren wenden wir uns nun zu. Wir studieren zunéchst gerade, dann abgewinkelte und
schlieBlich beliebig gekriimmte Balken.

1.6.2 SchnittgréBen

Unser Balken sei gerade. AuBerdem nehmen

2 wir der Einfachheit halber an, dass er ho-

_ rizontal angeordnet ist. Wir kennzeichnen

S _ - - ‘J () seine Flachenschwerpunkte durch ein glo-

x > <X Y- — Y bales Koordinatensystem mit kartesischen
= Einheitsvektoren, sieche Abb. 1.38. Hier hitte

€, | man noch diverse Moglichkeiten, Richtun-

gen zu wihlen. Wir schlieffen uns einer im
Bauwesen und Maschinenbau oft gebrduch-
lichen Form an: Die Schwerachse des Tra-
gers bezeichnen wir mit x—x. Der zugehorige
Einheitsvektor e, weist von links nach rechts
in ihrer Richtung. Den Flachenschwerpunkt
an der Stelle x (zu sehen fiir einen Dreiecks-
querschnitt) identifizieren wir mit dem Fa-
denkreuz y-y und z-z. Dies sind gleichzei-
tig auch die beiden Achsen, um die weiter unten Biegungen stattfinden konnen. Ihre Rich-
tungen wiahlen wir so, dass e, quasi in Richtung der Schwerkraft zeigt. Um dann ein mathe-
matisch positives kartesisches Dreibein zu generieren, muss ey, aus der Tafelebene hinauswei-
sen. Zusammenfassend darf man sagen, dass dann die Menge der Volumenmittelpunkte durch
x"=(x,0,0);e;, x € [0, /] gegeben ist, wobei ¢ die Balkenlidnge bezeichnet. Wie in Abb. 1.38 an-
gedeutet, erfolgt diese Zdhlung sozusagen von links nach rechts.

e

1t
~
ka3

-
L

Bild 1.38 Koordinaten am horizontalen geraden
Balken.

Nun zerteilen wir in Gedanken den Balken durch einen senkrechten Schnitt an der Stelle x in
zwei Teile. Um die Analyse in einem nicht v6llig allgemeingiiltigen, aber dennoch anspruchs-
vollen Rahmen zu halten, nehmen wir zunichst an, dass der Balken unter externen Lasten
steht, die allesamt in der x—z-Ebene wirken, sieche Abb. 1.39. Punktkrifte F;, sowie Normal-
und Querlastverteilungen n(x) bzw. g, (x) wurden bereits oben diskutiert. Insbesondere wurde
in den Abschnitten 1.1 und 1.2 gezeigt, dass sich Normal- und Querlastverteilungen iiber Ge-
wichtsverteilungen erzeugen lassen. Die Momentenverteilung m(x) (in Einheiten von Nm/m)
ist neu. Sie kann gedanklich als kontinuierliche Verteilung von Momentenpaaren begriffen
werden und wird in der deutschen Literatur auch Momentenschiittung genannt. Eine solche



64 1 Statik

GroRe in der Praxis zu erzeugen, ist allerdings nicht einfach. Eine Moglichkeit der Realisierung
besteht in einer auf Molekiilebene erfolgenden, rotativen Ausrichtung einer diinn aufgetrage-
nen elektrischen Dipolschicht mit Hilfe externer elektrischer Felder.

Bild 1.39 Krafteinleitung in der x-z-Ebene.

Die Wirkung dieser externen Lasten wird durch Reaktionskrifte in der Schnittebene kompen-
siert, und zwar dergestalt, dass insgesamt, also im Verbund mit auf dem Teilbalken eingeprag-
ten Lasten sowie freigeschnittenen Lagerreaktionen, Kréfte- und Momentengleichgewicht
herrscht. Uber der freigeschnittenen linken Querschnittsfliche (dem sogenannten linken
Schnittufer SU) resultiert so eine i. A. komplexe Kraftverteilung, wie in der Abb. 1.38 unten
angedeutet, die aufgrund der angenommenen Reduktion der eingeprégten Krifte auf die x—
z-Ebene, aber nicht von der y-Richtung abhingt. Wir charakterisieren sie durch das Symbol
t(x, z) (in N/m?), wobei in Komponenten gilt:

t(x,z) =te(x,2)ex + t;(x,2)e,. (1.114)

In der Tat haben wir in Gleichung (1.32) gesehen, dass man eine solche Verteilung durch einen
resultierenden Kraft- und einen resultierenden Momentenvektor ersetzen kann. Fiir diesen
Kraftvektor gilt:

R(x)=ft(x,z)by(z)dz, (1.115)
A

wobei by (z) die Breite der Schnittfliche A in der Hohe z ist. Folglich kénnen wir ihn in einen
Anteil normal zum Schnittufer und einen Anteil im Schnittufer in z-Richtung aufteilen. Erste-
ren nennen wir die Normalkraft N(x), letzteren die Querkraft Q(x), und es gilt:

N(x)=R(x)-ey, Q(x)=R(x)-e;. (1.116)

Nun zum resultierenden Moment. Wir legen den Fulpunkt O (zum Begriff vgl. Abb. 1.5) in das
Flachenzentrum und notieren fiir den Kraftaufpunkt den Vektor x = (0, y, z) ;e;. Dann gilt:

MR (x) =fx>< t(x,z)by(z)dzEfztx(x,z)by(z)dzey. 1.117)
A A
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Wie zu erwarten, steht der Momentenvektor senkrecht zur Krafteinleitungsebene (x-z) und
hat nur eine in e, weisende Komponente (wie der in Abb. 1.39 gezeigte Momentenschiittungs-
vektor m = m(x)ey). Diverse Bemerkungen sind angebracht:

Zur Unterscheidung von linkem und rechten Schnittufer ist eine lokale Charakterisierung
sinnvoll. In diesem Sinne fiithren wir von der Balkenschnittflache jeweils hinausweisende
Normalenvektoren n ein. Am linken Schnittufer gilt dann offenbar n = e, und fiir das rechte
Schnittufer n = —ey. VereinbarungsgemaR gilt N(x) > 0, falls die Normalkraft in Richtung
der jeweiligen Normale zeigt.

Am linken Schnittufer zeigt eine positive Querkraft vereinbarungsgemR® in Richtung e,
sozusagen in Richtung der Schwerkraft. Ein positives Moment dreht dort nach links, wie in
der Abb. 1.40 zu sehen ist, oder anders ausgedriickt, der Momentenvektor zeigt in e, - Rich-
tung. Dieses Moment sorgt fiir Biegung um die y-y-Achse sozusagen vom Untergurt zum
Obergurt. In Bezug auf ein globales Koordinatensystem miisste man ganz akkurat schrei-
ben Q = Q,e, = Q(x)e, und MR = Mye, = M(x)ey. Nur macht man das i. A. nur dann,
wenn Verwechslungen auftreten kénnten (siehe unten). Am rechten Schnittufer zeigen die
Schnittgrofen gemill dem Prinzip Kraft und Gegenkraft in entgegengesetzte Richtung, also
Q=0Q;e;=-Q(x)e;und M = Mye, = —M(x)e,.

Lnles SO vedfer SU

€ M mwasy

D C )

acx)

\\ SN

Bild 1.40 Positive SchnittgréBen fir beide Schnittufer.

Diverse externe, in Abb. 1.39 dargestellte, aber in Abb. 1.38 und Abb. 1.40 nicht eingezeich-
nete Krifte, wirkten bislang in der x—z-Ebene, und diverse externe Momentenvektoren
standen senkrecht dazu. Das fiihrte dazu, dass die drei SchnittgrofSen N(x),Q(x), M(x)
eindimensional von der Achsenposition x abhingen. Es ist aber auch denkbar, dass der
Balken in der x—y-Ebene belastet wird. Jetzt schreiben wir:

R(x)=ft(x,2)bz(y)dz, t(x,2) = (tx(x, 2), 1y (x, 2),0) e;, (1.118)
A

wobei b, (y) die Hohe der Schnittfliche A im Abstand y ist. Das fiihrt dann wieder zu einer
Normalkraft N(x) = R(x) - ey, die am linken Schnittufer falls positiv in Richtung e, weist,

einer Querkraft Q. (x) = R(x) - ey und diesmal zu einem Momentenvektor MR = M, (x)e,.

Dieser biegt um die z—z-Achse sozusagen von der Balkenriickseite zur Vorderfront. Man
sieht, dass man jetzt mit Indizes bei der eindeutigen Charakterisierung nachhelfen muss.
Der kombinierte Fall fiir gleichzeitige Belastung in der x—z- und x—y-Ebene ist fiir das linke
und rechte Schnittufer in der Abb. 1.41 fiir einen Dreiecksquerschnitt dargestellt.
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Bild 1.41 Positive SchnittgréBen flr beide Schnittufer aus kombinierter Belastung.

=  Wir werden im Kapitel iiber Elementare Festigkeitslehre lernen, dass es sich bei der Gro3e
t um den sogenannten Spannungsvektor handelt.

1.6.3 SchnittgroBendifferentialgleichungen (gerader Balken)

Eine Bestimmungsmethode der drei

SchnittgréoBen beruht auf zugehorigen Dif-

qnd¥ @) ealx ferentialgleichungen, die wir jetzt ableiten

M) +dM werden. Zu diesem Zweck wird ein infinite-

K — _< — fé_ o —x simal kleines Stiick der Lange dx aus dem

Balken freigeschnitten, siehe Abb. 1.42. Man

beachte, dass wir die Normal- und Querlast-

¥ dy + verteilungen n(x) und g (x) sowie die Mo-

Bild 1.42 Freischnitt eines infinitesimalen gera- ~ mentenschiittung m(x) (Momentenpaar-

den Balkenstiicks. vektoren kann man beliebig im Raum ver-

schieben) in der jeweils positiven Richtung

eingetragen und im Schwerpunkt zusammengefasst haben. Wir werten die Gleichgewichtsbe-
dingungen der Ebene vorzeichengerecht aus:

Y F=0=0: —Nx) + N(x) +dN + n(x)dx =0,
Y F;=0: —-Qx)+Qx)+dQ+gn(x)dx=0, (1.119)
d d
S MO =0: —M() - QU S + m(x)dx+ M(x) +dM - (Q(x) +dQ) 5 =0.
In der letzten Gleichung ist zu beachten, dass Produkte zweier Differentialausdriicke im Grenz-
fall dx — 0 verschwinden. Es folgt:

dN dQ dM
—=-nx), —=—-gn(x), — =Qx)—-mx). (1.120)
dx dx dx
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Das sind bereits die Schnittliniendifferentialgleichungen, die man bereichsweise im Balken
unbestimmt integriert aufschreibt:

N(x) = —fn(x)dx+Co,
Qx) = —fc/n(x)dx+C1, (1.121)

M(x):f[Q(x)+m(x)))dx+C2E—ffqn(x)dxdx+fm(x)dx+C1x+C2.

Wieder sind einige Bemerkungen nétig:

Bereiche bzw. Abschnitte definieren sich typischerweise durch Stellen am Balken, an de-
nen Punktkréfte oder Punktmomente eingeleitet werden. Andererseits konnen im Prin-
zip auch die Normal- und Querkraftverteilungen n(x) und g, (x) Unstetigkeiten aufweisen.
Auch dann ist eine Bereichsaufteilung moglich, aber nicht obligatorisch, da die zugehori-
gen Integrationen aufgespalten werden kdnnen.

In jedem Bereich gibt es neue Integrationskonstanten C;, C}, C}, die man durch neue Sym-
bole zu unterscheiden hat. Man bestimmt sie aus einer geniigend groRen Anzahl von Rand-
und Ubergangsbedingungen: Beispiele 1.11, 1.12.

Um eine Ubersicht zu gewinnen, wo die Belastungen besonders groR sind, zeichnet
man die drei SchnittgroBen vorzeichengerecht {iber dem Balken auf. Man erhilt die
Normalkraft-, Querkraft- und Momentenflichen.

An den Stellen des Balkens, wo eine Punktkraft horizontal bzw. vertikal eingeleitet wird,
weisen die Normalkraft- bzw. die Querkraftverteilung Unstetigkeiten auf, sie springen!
Ebenso ist die Momentenfldche dort unstetig, wo ein reines Moment angebracht ist. Die
Anwesenheit einer Punktkraft fiihrt hier nicht zum Sprung. Man sagt, dass Integration
(siehe Gleichung (1.121)3) gléttet.

Fiir den Fall, dass keine Normal- und Querlastverteilungen n(x) und g, (x) anwesend sind,
sind N(x) und Q(x) abschnittsweise konstant (Konstanten Cy und C;), und M(x) ist durch
Geradenstiicke C; x + C, gegeben.

Zur (Vorzeichen-)Kontrolle der Flichen Q(x) und M(x) kann die Gleichung (1.121)3 ver-
wendet werden: Die lokale Steigung an der Momentenfldche ist gleich der dort herrschen-
den Querkraft. Die Steigung entspricht dem Neigungswinkel der Tangente an der Kurve. Sie
kann mit fortschreitendem x ansteigen bzw. fallen. Entsprechend ist die Querkraft dann
positiv oder negativ.

Man muss nicht immer tiber die Differentialgleichungen gehen, um an die SchnittgroRen
an einer Stelle x zu gelangen. Alternativ kann man an dieser Stelle sowie an den Balkenla-
gerungen freischneiden und erhélt zwei Teilbalken, einen mit einem linken und einen mit
einem rechten Schnittufer. An jedem kann man Kréfte- und Momentengleichgewicht stu-
dieren, um die drei Schnittgr6fen vorzeichenrichtig zu bestimmen. Ob man das linke oder
das rechte Balkenstiick nimmt, ist gleichgiiltig, das Endergebnis muss dasselbe sein. Dabei
ist natiirlich vorausgesetzt, dass man die Lagerreaktionen kennt, also vorab bestimmt hat,
was nur bei einem statisch bestimmten System einfach méglich ist. Die Schnittlastendif-
ferentialgleichungsmethode wird bei statisch unbestimmten Systemen oft mit der Bestim-
mung der Biegelinie kombiniert, vgl. Abschnitt 2.6.4 in [ ] und Beispiel 2.9.

Eine weitere Methode zur Bestimmung der Schnittlasten ist das sogenannte Aufziehverfah-
ren, siehe Beispiel 1.14. Dieses fiihrt ausschlief§lich bei mit Punktkrédften und -momenten
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belasteten Balken zum Erfolg. Es ist besonders effizient, wenn der Balken iiber ein freies
Ende verfiigt, was es uns erspart, vorab die Auflagerreaktionen zu ermitteln: Beispiel 1.14.

Zum Schluss noch eine Bemerkung, wenn wir eine Belastung in der in Abb. 1.41 gezeigten Art
voraussetzen. In diesem Fall miissen wir das System von Differentialgleichungen von einer
Belastung in der x—z-Ebene mit Biegung um die y-Achse auf eine zusitzliche Belastung in der
x—y-Ebene mit Biegung um die z-Achse erweitern, wie folgt:

W

dx X

dQy dQ

T =y, dxz = —n,z (%), (1.122)
dm, dm,

W =Q;(x) —my(x)» W = Qy(x) —mz(x).

Beispiel 1.11 Differentialgleichungsverfahren mit Randbedingungen

Betrachtet wird der Balken in Abb. 1.43, der nicht nur unter einer linearen Quer-
lastverteilung g(x) steht, sondern auch noch mit einer konstanten Normallastver-
teilung n(x) = ng belastet wird. Eine Momentenschiittung ist nicht vorhanden, so dass
m(x) =0.

Bild 1.43 Kontinuierlich belasteter Balken.

Zur Auswertung der generischen Losungen in Gleichung (1.121) werden zum einen die
Funktionen n(x) und g(x) fiir die Integrationen benotigt, also:

nx=no, q)= qo(sg -1). (1.123)
Zum anderen miissen die Randbedingungen fiir die Schnittgréflen N(x), Q(x) und
M (x) ermittelt werden, die fiir die Bestimmung der drei Unbekannten Cp, C; und C»
verwendet werden. In dem betrachteten Beispiel konnen aufgrund der einfachen La-
gerung alle Randbedingungen direkt abgelesen werden. Das Festlager auf der linken
Seite kann kein Moment aufnehmen. Neben der Momentenfreiheit des Loslagers auf
der rechten Seite kann dieses auch keine Normalkraft aufnehmen. Insgesamt lauten
die drei Randbedingungen:

M(x=0)=0, Nx=0)=0, Mx=()=0. (1.124)
Die Losungen aus Gleichung (1.121) zusammen mit den Funktionen aus Gleichung (1.123)
lauten:

5x2 x
N(x)=—-ngx+Cy, Q(x):_qoj(__z__)_l_cl,

2042 ¢

3 2 (1.125)
PG o) T
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Die Auswertung der Randbedingungen fiihrt auf das folgende Gleichungssystem:
C=0, -ngl+Co=0, -1qol*+Cil+Cy=0. (1.126)

Damit konnen die Schnittlasten angegeben werden als:

X 5x2 x 1
N = 1--— » =Tqot\ ST, 3 ’
() = ot g) QW ‘70((242 ¢ 3) (1.127)
M(x) = — gz(Ex_S_lx_z_lf) |
ST\ T2 T 30) u

Beispiel 1.12 Differentialgleichungsverfahren mit Rand- und Ubergangsbedingungen

Das in Abb. 1.44 dargestellte System besteht aus zwei Balken, die im Punkt B mit einem
Gelenk verbunden sind. Daher werden auch zwei unterschiedliche Bereiche betrachtet,
die jeweils mit einem eigenen Koordinatensystem ausgestattet werden. Es ist prinzipi-
ell nicht notwendig, lokale Koordinatensysteme einzufiihren, allerdings erleichtert dies
das Aufstellen der Lastverteilungsfunktionen. In jedem Bereich werden die Losungen
aus Gleichung (1.121) neu ausgewertet, so dass sich insgesamt sechs Unbekannte erge-
ben. Die Randbedingungen im Punkt A sowie im Punkt C wurden bereits im vorherigen
Beispiel untersucht — es sind insgesamt drei:

Mi(x1=0)=0, Ny(xp=0)=0, My(xp=¢)=0. (1.128)

Dementsprechend werden noch drei weitere Bedingungen, Ubergangsbedingungen
genannt, benotigt.

9o

quadratisch

Bild 1.44 Belasteter Balken.

Zur Berechnung der SchnittgroRen beim Ubergang der beiden Bereiche wird in Abb. 1.45
das Gelenk im Punkt B freigeschnitten.

Qi1(x1 =1) Fg,
M (x2 =0)
N (xp =0)
Q2(x2 =0)
b------ » X2

Bild 1.45 Schnittufer am Ubergang.
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Hier ergeben sich sechs Gleichgewichtsbedingungen, die sich nach Elimination der La-
gerreaktionen Fg, und Fg » wie folgt reduzieren:

N1 =L0)=Na(x2=0), Q1(x1=L)=Q2(x2=0), My(x3=L)=M2(x,=0)=0.
(1.129)

In Worten: Die Funktionen N, Q und M sind stetig beim Ubergang im Gelenk B. Dieses
Ergebnis hitte man sich bereits zuvor iiberlegen konnen: Zunéchst kann das Gelenk
kein Moment aufnehmen, so dass dort das Schnittmoment verschwinden muss. Wei-
terhin kann das Gelenk Axial- und Querkrifte aufnehmen, was dazu fiihrt, dass diese
iibertragen werden. Fiir kompliziertere Uberginge, beispielsweise wenn ein Punktmo-
ment im Ubergang angreift, lohnt es sich jedoch, den Ubergang freizuschneiden.

Die bereichsweise Querlastverteilung lautet

X1 xg
e =d . a6 =aq(1- 7). (1.130)

Damit ergeben sich die bereichsweisen Losungen zu

L(x1\? I? (x1\3
M=, Qo === (2 wcl, M =L (2) +clxec,

2 \L L
X 1%
No(x) =C§, Qz(xz):—%[(;—gg—i)+cf, (1.131)
_ qolT (X% 11X 2 2
MZ(XZ)——T(W—EF)'FCIXZ‘FCZ

Die Auswertung der Randbedingungen in Gleichung (1.128) zusammen mit den Uber-
gangsbedingungen aus Gleichung (1.129) liefert dann:

_ _ qoL(x1\?  qoL _ qol* (x1\3  qoL
N =0, Qi =-= (T + =, MG =-T(F) + T,
3
X2 1X 56]0[
= =gt -222 (1.132)
No(x2) =0, Q2(x2) qM(e 3€3)+ 1
qol* (X3 1x3\ 5qof
My(xp) = — (22 _222) 2907
)= =[5 g 7y =

Beispiel 1.13 Das elementare Schnittprinzip

Das in Abb. 1.46 dargestellte System besteht aus zwei Teilsystemen, die im Punkt B iiber
ein Gelenk verbunden sind. Im Punkt C ist eine Schiebehiilse angebracht.

30

Bild 1.46 Balkensystem unter Punktbelastungen.
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Im Allgemeinen werden die Lagerreaktionen fiir die Berechnung der Schnittlasten be-
notigt. Zwar kann in der vorliegenden Aufgabe die Berechnung der Lagerreaktionen
durch geschickte Wahl der betrachteten Schnittufer umgangen werden. Der Vollstdan-
digkeit halber werden wir dennoch damit beginnen. Wir fertigen hierfiir die Freischnit-
te der beiden Teilsysteme an, wie in Abb. 1.47 gezeigt. Dabei gilt das eingezeichnete
Koordinatensystem fiir beide Freischnitte.

Fa,
NS
Fg, B
Fc,
. | —
1 1 1
3¢ 3¢ 3¢

Bild 1.47 Freischnitt des Balkensystems.

Wichtig ist hier, dass die Kraft F, die im Gelenk angreift, nur in einen der Teilfreischnitte
eingezeichnet wird. In welchem Teilsystem die Kraft angetragen wird, ist gleichgiiltig,
denn es muss nur das Schnittprinzip erfiillt werden: Die Zusammenfiihrung der beiden
Teilsysteme muss wieder das Ausgangssystem ergeben.

Es bietet sich an, die Momentengleichgewichte um die Punkte A und B auszuwerten:

2 1
Y MY Lo=—M+ S (Fo.—F), Y M® o= 5 (Fe.+ M. (1.133)
Weiterhin werden die Kriftegleichgewichte an beiden Systemen aufgestellt:

S Fe20=Fy +Fg,, Y Fe20=—Fg,,

, , (1.134)
Y F,=0=-Fy —Fg +F, Y F.=0=Fp, —Fc,,

Die Losung der sechs Gleichgewichtsbedingungen liefert die Auflagerreaktionen:

F 3 F¢
Fo,=Fg, =0, Fo,=——, Fg,=Fc,=-F, Mc=—-—. (1.135)
2 2 2
Nun wird der Freischnitt erneut gezeichnet, wobei die berechneten Lagerreaktionen
als duBere Kréfte angetragen und die Richtungen korrigiert werden. Weiterhin wird in
Abb. 1.48 eine Bereichsunterteilung vorgenommen. Im Folgenden wird jeder Bereich
einzeln freigeschnitten, um die Schnittlasten sichtbar zu machen. Mittels der Gleich-
gewichtsbedingungen konnen die Schnittlasten dann bestimmt werden.

3¢ 3¢

Bild 1.48 Bereichseinteilung des Balkensystems.
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Fir x = %é stellt sich am Ubergang zweier Bereiche wieder die Frage, zu welchem der
beiden die Punktlast (in diesem Fall ein Punktmoment) zugeteilt werden soll. Es stellt
sich heraus, dass diese Uberlegung iiberfliissig ist, da der betrachtete Ubergang durch
geschickte Wahl der Schnittufer nicht sichtbar ist. In Abb. 1.49 wird fiir den Bereich I
ein positives Schnittufer und fiir den Bereich II ein negatives verwendet.

I - l I | 1
z My (%), z My (x
A i ? B
Ni(x) Ni(x)
1p Qi (x) Qrr(x) 3F
Bild 1.49 Bereichseinteilung des Balkensystems.
Die Gleichgewichtsbedingungen im Bereich I lauten:
Y Fe20=Nix) >  N®=0,
| F F

ZFZ=0=QI(x)+§ = QAW=-7, (1.136)

YMOLo= M@t = M=-lx
2 27

Hier ist S der Punkt, an dem der Schnitt durch den Balken durchgefiihrt wird. Im zwei-
ten Bereich ist zu beachten, dass am negativen Schnittufer alle SchnittgréBen mit ei-
nem negativen Vorzeichen zu berticksichtigen sind:

Y Fy20=—Ny() > Nu(x)=0,
! F F
ZFZ:O:—QH(x)—E = Qu=-7, (1.137)
! 2 1 F0(2 x
S Zpg=_ Z0—x|= =—|=-==
Y MY =0= Mn(x)+(3€ x)zF = M (x) = 2(3 [).

Man beachte, dass My (x = %l) =0, da das Gelenk im Punkt B kein Moment aufnehmen
kann. Solche Konsistenzpriifungen sind sehr empfehlenswert, da sich gerade beim Ar-
beiten mit mehreren Bereichen Rechenfehler einschleichen kdnnen. Fiir den dritten
Bereich wird wieder ein positives Schnittufer gewéhlt, damit das angreifende Moment
am rechten Rand nicht betrachtet werden muss:

Y Fe20=Nu(0) >  Np=0,
3 3
ZFzé0=Qm(x)+§F = QIII(X):_EF; (1.138)
® Lo _2)3 _3Ft2 x
Y M —O—MHI(x)+(x 34)21: > Mu(== (3 [).

Der zugehorige Freischnitt wird hier nicht gezeigt, da er im wesentlichen aussieht wie
in Abb. 1.49 (links), nur dass die dreifache Kraft wirkt und der Hebelarm um den Punkt
S mit x— %[ gegeben ist. Jede der hier berechneten Funktionen ist nur in dem jeweiligen
Bereich giiltig.
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gebundener Vektor, 21

gekriimmter Tréager, 208

gemischte Torsion, 198
generalisierte Koordinaten, 237, 387

generalisierte Verschiebung, 354

generalisierten Kraft, 354

geradlinig gleichférmige Bewegung, 230

geschlossene Oberflédche, 119

geschlossenes Volumen, 278

Geschwindigkeitsgradient, 305

Geschwindigkeitsvektor, 221

Gestaltinderungsenergiehypothese, 213

Gestaltinderungshypothese, 213

Gewicht, 36

Gibbssche Gleichung, 342

Gibbssche Kreuzoperation, 322

Gieren, 255

Gleichgewicht am undeformierten System,
29

Gleichgewichtsentropie, 342

Gleitkraft, 103

Gleitlager, 48

Gleitreibung, 102, 381

Gleitreibungskoeffizient, 103

Gleitreibungskraft, 103

globale Bilanz, 286

Grassmann-Identitdt, 118

Haften, 103

Haftkraft, 103

Haftreibung, 102
Haftreibungskoeffizient, 103
Haftreibungskraft, 103
Hamiltonsches Prinzip, 384
Hauptachsen, 263
Hauptachsenbasis, 123
Hauptachsensystem, 122
Hauptachsentransformation, 122
Hauptinvarianten, 123
Hauptspannungen, 131
Hauptspannungsrichtungen, 131
Haupttragheitsachsen, 181, 194
Haupttragheitsmomente, 181, 194
hinreichende Bedingung Extremum, 365
holonom, 236

holonom-rheonom, 236

Hookesches Gesetz, 139, 349
Hookesches Gesetz fiir Scherung, 168
Hundeknochenprobe, 144
hyperbolische Differentialgleichung, 385
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Hypothese vom lokalen Gleichgewicht, 301

ideales Gas, 301

Impuls Massenpunkt, 228

Impuls Massenpunkte, 237

Impuls Starrkoérper, 257
Impulsbilanz der Statik, 125
Impulssatz fiir Massenpunktsysteme, 239
Inertialbeobachter, 317
Inertialkrifte, 331
Inertialsystemsbeobachter, 224
Ingenieurspannung, 122, 144
inkompressibles Material, 143
innere Energie, 335

innere Krifte, 238

innere Reaktionskrifte, 24
instantaneous center of rotation, 246
integrierender Faktor, 342

isotroper Festkorper, 347

Isotropie, 344

Isotropieprinzip, 300

Korperpunkt, 243

Kalorik, 336

Kanalstromung, 307

Kette, 48

kinematische Zwangsbedingungen, 236

kinetische Energie, 334

kinetische Energie Massenpunkt, 233

kinetische Energie Massenpunktsystem, 239

kinetische Energie Starrkorper, 261

kinetische Reibkraft, 103

kinetischer Reibbeiwert, 103

Kleben, 174

Knoten, 50

Kompeatibilitdtsbedingungen, 153, 173

komplementédre Formidnderungsenergie, 346

komplementire
Forménderungsenergiedichte, 346

Kompressibilitét, 302

Kompression, 136

Kompressionsmodul, 349

Kontaktkraft, 23

Kontinuitédtsgleichung, 289

Kontinuumstheorie, 17

Kontrollvolumen, 280

konvektiver Fluss, 286
Koordinatensystem global, 63
Koppeltensor, 258
Kriftesatz, 29, 259
Kraftesatz 2D, 261
Kriimmung, 89
Kriimmungsvektor, 180
Kraft, 19

Kraftstol3, 230
Kreuzprodukt, 20
Kriechen, 113
Kroneckersymbol, 20
Kugelanteil, 305
Kusinenformel, 170

Lagevektor, 221

Lagrangefunktion, 382

Lagrangesche Beschreibungsweise, 284

Lagrangesche Darstellung, 134

Lagrangeschen Gleichungen 2. Art, 387

Lagrangian, 382

Lamé-Naviersche Differentialgleichungen,
140

Lamésche Elastizitdtskonstanten, 138

Laplaceoperator, 140, 294

Laplaceoperator in Zylinderkoordinaten, 197

Laufgrad, 47

Lavaldiise, 299

Legendretransformation, 343

Levi-Civita-Symbol, 20

Lex Tertia, 23

linear elastisch, 112

linear-thermoelastischer Festkorper, 349

lineare Elastomechanik, 29

linearer Dehnungstensor, 135

linearer thermischer
Ausdehnungskoeffizient, 137

Linienschwerpunkt, 38

Linienzentrum, 39

lokale Bilanz der kinetischen Energie, 334

lokale Bilanz in reguldren Punkten, 287

Longitudinalwelle, 385

Longitudinalwellen, 316

Loslager, 48

Massenbilanz, 289
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Massentragheitstensor, 261
Massentrédgheitstensor in Komponenten, 263
Massenzentrum, 37
Materialfunktion, 121
Materialgesetzen, 136
Materialgleichungen, 300
Materialpaarung, 103
materielle Beschreibungsweise, 284
materielle Zeitableitung, 280
materieller Punkt, 277
materielles Teilchen, 133, 277
materielles Volumen, 278
Maximum, 365

mechanische Arbeit, 233
mechanische Leistung, 233
Mikropolartheorie, 126
Minimaxkalkiil, 364
Minimum, 365

Mohrscher Kreis, 127, 136
moment couple, 26
Momentanpol, 246
Momentenfldche, 63
Momentengleichgewicht, 29
Momentenpaar, 26
Momentenschiittung, 63
motion, 284

moving centrode, 247

Nablaoperator, 120

Nablaoperator in Zylinderkoordinaten, 197

natiirliche Basis, 225

Navier-Stokes-Gesetz, 305, 345

Neumannsche Randbedingungen, 119, 142,
146, 167

neutrale Faser, 154

Newtons Grundgleichung der Statik, 29

Newtonsche Bewegungsgesetze, 229

nicht-holonom, 237

nicht-holonome Zwangsbedingungen, 237

nichtkonvektiver Fluss, 286

Nicken, 255

Nieten, 174

Normaldehnungen, 135

Normalkraftfliche, 63

Normalspannungen, 115, 122, 127

Normalspannungshypothese, 211

notwendige Extremumsbedingung, 365
Nullpunktsniveau, 240

Nullstébe, 52

Nullstabsregeln, 52, 55

Nutation, 255

Oberflachenzufuhr, 286

objektiver Tensor, 325
observational point, 279

offenes System, 280

offenes Volumen, 278
Orthogonalitédtsrelationen, 244, 319

partielle Differentialgleichungen, 300

pdV-Thermodynamik, 338

Pdvk, 376

PdvV, 368

Pendelstiitze, 47

Pendelstab, 47

physikalische Randbedingung, 187, 374

Piola-Kirchhoff-Spannung, 144

Piola-Kirchhoff-Spannungstensoren, 122

pitch, 255

PMO, 331, 348

Poissonbeziehung, 245

Poissonzahl, 142

Pol, 244

polarer Vektor, 25

polares Flichenmoment, 200

Polarkoordinatenbasis, 224

Polkurve, 247

Potentialkrifte, 232, 381

Potentials, 232

potentielle Energie, 232

potentielle Energie Massenpunktsystem, 240

potentielle Energie Starrkorper, 263

Prazession, 255

primitive GroRe, 18, 21

principle of least action, 382

principle of material objectivity, 331

Prinzip der geringsten Wirkung, 382

Prinzip der materiellen Objektivitét, 300, 331,
348

Prinzip der virtuellen Kraft, 376

Prinzip der virtuellen Verriickungen, 368

Prinzip von d’Alembert, 23
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Prinzip von Torricelli, 372
Produktionen, 286

quasistatische Prozessfiihrung, 301, 337
Quellstirke, 289

Querkontraktion, 142
Querkontraktionszahl, 139, 142
Querkraftbiegung, 113

Querkraftflache, 63

rdumliche Beschreibung, 279
Radialbeschleunigung, 225
radiale Wechselwirkung, 238
Radialgeschwindigkeit, 225
Rahmen, 78

Rakete, 296

Rastpolbahn, 247
Reaktionskraft, 22
Rechtsgradient, 125
reference configuration, 284
reference placement, 284
Referenzflache, 122
Referenzkonfiguration, 133, 284
Referenzspannung, 144
Referenztemperatur, 136
Reibkegel, 107
reibungsfreies Fluid, 300
reine Biegung, 113

reines Moment, 26
Relativbeschleunigung, 322
Relativgeschwindigkeit, 321, 330, 381
restraint, 47
Restungleichung, 342, 344
Resultierende, 19, 30
Reziprozitdtssatz von Maxwell und Betti, 355
Ritterscher Schnitt, 55
Rodrigues Formel, 256

roll, 255

Rollen, 255

Rotation starrer Koérper, 243
ruhender Beobachter, 224

Sétze von Castigliano, 347, 356
Saint-Venant-Torsion, 198
Satz von Menabrea, 356

Satz von Steiner, 162, 195, 264
Schiadigungsmechanismen, 173
Scherdehnungen, 135
Scherfestigkeit, 174
Scherspannungen, 115, 122, 127
Scherung, 114

Scherviskositit, 306
Scherwellen, 316

Scherwinkel, 168

Schiebehiilse, 48

schiefen Biegung, 192

schiefer Biegung, 182

schlanker Balken, 174
Schmiegekreis, 87, 226
Schnittgroflen, 63

Schnittufer links, 64, 65
Schnittufer rechts, 65

Schub, 296, 299

Schubbruch, 211
Schubspannungen, 122
Schubspannungsfluss, 175
Schubspannungshypothese, 211
Schubstarrheit, 353
schubsteifer Balken, 172, 352
schwache Form, 369, 376
Schweilen, 174

Schwerpunkt, 36

Schwerpunkt Massenpunktsystem, 239
Schwerpunktsatz, 239, 260
Schwerpunktsatz 2D, 261

Seil, 48

Selbstsperrung, 105
semiinverse Methode, 141, 166, 199, 306
singuldre Fldache, 119

singuldre Punkte, 288

Skalar, 19

Skalarprodukt, 19

skleronom, 236
Spannungsfluss, 142
spannungskontrolliert, 346
Spannungskonzentrator, 142
Spannungsnachweis, 174
Spannungspotential, 342
Spannungsraum, 351
Spannungstensor, 116
Spannungstensor in Komponenten, 122
Spannungsvektor, 66, 115
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spatial description, 279

Spatproduktsregel, 21

Spektraldarstellung, 123

spezifische Warme, 336

spezifische Warme bei konstanter Dehnung,
349

spezifisches Gewicht, 22

Spin, 255

Spintensor, 321

Stabilitdtsbedingung Fachwerk, 52

starke Form, 369

starre Bindung, 241

Statik, 17

stationdr, 271

stationdre Strémung, 306

statisch tiberbestimmt, 47

statisch bestimmtes Fachwerk, 52

statisch bestimmtes System, 22, 30, 47

statisch unbestimmte Systeme, 144

statisch unterbestimmt, 47

statische Reibkraft, 103

statische Ruhelage, 381

statischer Reibbeiwert, 103

statisches Moment, 39, 170

Steifigkeitstensor, 137

Steifigkeitstetrade, 137

Steiner-Anteile, 164

Stoffgleichungen, 300

Stokessche Reibung, 381

Stokesscher Integralsatz, 206

stored energy, 346

stored energy density, 345

Strahlungsterm, 337

Stromfaden, 306

substantielle Zeitableitung, 285

Symmetrie des Spannungstensors, 126

Tabellenverfahren, 37, 163
Tachometergeschwindigkeit, 223
Tangentialbeschleunigung, 227
Temperatur, 336

Tensor 2. Stufe, 116

Testfunktion, 365

Theorie 1. Ordnung, 112

thermische Dehnungen, 136
thermische Zustandsgleichung, 301, 344

Thermodynamik quasistatischer Prozesse,
338

thermoelastischer Festkorper, 340

thrust, 296

Torsion, 89, 114, 227

totale Dehnung, 136

totale Zeitableitung, 280

Trédger, 62

Tragheitskraft, 22

Tragheitsterme, 322

Tragwerk statisch tiberbestimmt, 58

Tragwerk statisch bestimmt, 58

Tragwerk statisch unterbestimmt, 58

Traktion, 115

Translation starrer Korper, 243

Translationsbewegung, 29

transversal-isotrop, 264

Transversalschwingung, 386

Transversalwelle, 316

Tresca-Kriterium, 211

Tribologie, 102

trockene Reibung, 102

Trockenreibung, 102

undeformiertes System, 139
Unwucht, 263

Variation am festen Rand, 365, 374
Variation bei fester Kraft, 368
Variationsrechnung, 363
Variationssymbol, 365

Vektor, 19

Verdrehvektor, 179

Verdrillung, 201
Vergleichsspannung, 211
Versagenshypothese, 211
Verschiebungsgradient, 135
Verschiebungsvektor, 134
Verwindung, 202

virtuelle Beschleunigungsarbeit, 368
virtuelle Forménderungsenergie, 368
virtuelle Impulsarbeit, 369

virtuelle Verdrehung, 372

viskoses FlieBen, 112
Viskositédtskoeffizienten, 305
Volumenkraft, 124
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Volumenviskositit, 306
Volumenzentrum, 37
von Mises-Spannung, 213

Wiérmeenergie, 335

Wiarmeflussvektor, 336
Wiérmeleitungsgleichung, 139
Wolbkrafttorsion, 198

wahre Spannung, 144

Wandhaftung, 307

Weg, 223, 225

Wegunabhingigkeit der Arbeit, 381
Wellengleichung, 316, 385

Wichte, 22

Widerstandsmoment, 155
Winkelgeschwindigkeit, 225
Winkelgeschwindigkeitstensor, 245, 321
Winkelgeschwindigkeitsvektor, 245, 321
Wirbeltensor, 325

Wirkung, 382

yaw, 255
Youngscher Modul, 143

Zeitableitung Massentragheitstensor, 268
zentrale Kréftegruppe, 30, 58
Zentralkraft, 238

Zentrifugalkraft, 23
Zentrifugalmomente, 263
Zentripetalbeschleunigung, 225, 227, 322
Zentripetalkraft, 23

Zerreil3festigkeit, 173

Zufuhr, 286

Zufuhrterm, 335

Zug, 113

Zugspannungen, 115

Zwangskraft, 22, 233
Zylinderkoordinaten, 196, 198
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