Sandro Scheid
Stefanie Vogl

Data Science
Grundlagen, Methoden und Modelle der Statistik
L™ . » . ':. .7’ e
\‘ — é 2 e
- > =7
AL Y “——
\ ¢ -
I . ’

Leseprobe

ZU

Data Science

von Sandro Scheid and Stefanie Vogl

Print-ISBN: 978-3-446-46663-0
E-Book-ISBN: 978-3-446-47001-9

Weitere Informationen und Bestellungen unter

https://www.hanser-kundencenter.de/fachbuch/artikel /9783446466630

sowie im Buchhandel

© Carl Hanser Verlag, Miinchen



Inhalt

Deskriptive Statistik 13
n Grundlagen ... 15
1.1 Aufgaben der deskriptiven StatiStik ...........cccvviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiae 15
1.2 Grundgesamtheit und Stichprobe .................c.oo 16
1.3 Merkmale und Skalenniveaus ..............coviiiiiiiiiiiiiiiiiiii 17
Betrachtung eines Merkmals.................cccccooiiiiiiiiiiiin e, 22
2.1 Haufigkeitsverteilungen bei diskreten Merkmalen ................c.oooiiiiiinn 22
2.1.1 Absolute und relative Haufigkeitsverteilung...............c.coocoeviiiiin.. 22
2.1.2 Graphische Darstellung...............coooiiiiiiiiiiiiiiii 25

2.2 Haufigkeitsverteilungen bei stetigen Merkmalen.................cooiveiiiiiinn 26
2.2.1 Prinzip der Klassenbildung.............coooviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiic e 26
2.2.2 HiSTOZIaIMINl ...ttt 28

2.3 Statistische MaBRzahlen ..............c.oooiiiiiiiiiiiiii 30
2.3.1 Lagemale . ..ouueneeini ettt 30
2.3.2 Sreuungsmale .........coueieitiitinii e 38
2.3.3 FOImMmMAle ...o.venniniit it 43
2314 BOX-PlOtS....oiviiiiiii i 44
Betrachtung zweier Merkmale ..................cccoooiiiiiiiiiin e, 48
3.1 Kontingenztabelle ..........eiuiiiiitiii e 48
3.2 Bedingte HAUAIGKEItEN .....oevuiniitii i 54
3.3 Kontingenzkoeffizient ............coooiiiiiiiiiiiii 59
3.3.1 Pearsons y2-StatiStik ..........ocoueireireiieiieeiee e 59
3.3.2 Kontingenzmali nach Cramer .............cooeeieiiiininieiiiinineeieeneene. 62
3.3.3 Kontingenzkoeffizient nach Pearson ............c..ccoooeviiiiiiiiinnin.. 63

3.4 StreudiagramInie .......o.euuiintie ittt 65
3.5 Korrelationsanalyse ...........c.eiuiiuerniitii i 66
3.5.1 KOVATIANZ ..vviiiiiniiiiii i 66
3.5.2 Korrelationskoeffizient nach Bravais-Pearson....................coooieia. 71

3.5.3 Korrelationskoeffizient nach Spearman...................c.ocooiiiinnt. 75



6 Inhalt
3.6 RegressionsanalySe.........coouiiuiiriiiiitiitiii e 80
3.6.1 Schitzung der Regressionskoeffizienten ................ccooiiiiiiiin, 81
3.6.2 PIOGNOSE .....vviiiiiiiiiii s 85
3.6.3 Glite der ANPASSUING . ...t enuttente ettt et et et e e e et e e eaeeaaaens 86
Il Wahrscheinlichkeitstheorie 93
ﬂ Das Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten...................................... 95
4.1 Zufallsvorgidnge und deren Beschreibung ..., 95
4.2 Die Verknlipfung von EreigniSsen ... ......co.vvuerniiiiiiiiniiiiiineieeanenns 98
4.3 Die Axiome von Kolmogoroff ..ot 102
4.4 Die Laplace-Wahrscheinlichkeit .............cooooiiiiiiiiii s 103
4.5 Statistische und subjektive Wahrscheinlichkeit......................coo 104
4.6 Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten ....................coo, 107
4.7 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Unabhéngigkeit von Ereignissen............ 109
4.8 Totale Wahrscheinlichkeit............cooooiiiiiiiiiii e 112
4.9 DerSatZzvon Bayes .........ooiiiiiiiiii s 114
E Diskrete Zufallsvariable.................................. 118
5.1 Bedeutung und Definition einer diskreten Zufallsvariablen ........................ 118
5.2 Verteilung einer diskreten Zufallsvariablen......................coL, 120
5.2.1 Wahrscheinlichkeitsfunktion .............c.ooiiiiiiiiiiiiiiii e, 120
5.2.2 Verteilungsfunktion ............ccooiiiiiiiiiii e 125
5.3 Unabhingigkeit von diskreten Zufallsvariablen .....................cociiiiinn 129
5.3.1 Gemeinsame Verteilung von unabhingigen Zufallsvariablen............... 129
5.3.2 Rechnen mit Zufallsvariablen..............c.coocioiiiiiiiiiiiiiiiiiiin.. 131
5.4 Parameter von diskreten Zufallsvariablen .......................c 133
5.4.1 ErwartUngSWeIt.......ooouiiiuiiiiiiiiiiiii i i 133
5.4.2 VAANZ ...oiiiiiiiiiiii i 138
5.5 Spezielle diskrete Verteilungen ..................coooviiiiiiiii 143
5.5.1 Die Binomialverteilung ...............cooiiiiiiiiiiiiiiiiii e 143
5.5.2 Die PoissOn-Verteilung.........c.ccovuiiuiiniiiiiiiniiii i 147
5.5.3 Die hypergeometrische Verteilung..............cccoooiiiiiiiiiiiiiiiinnnn, 151
ﬂ Stetige Zufallsvariable............................ 154
6.1 Definition und Verteilung ...........coooiiiiiiiiiiiiiii e 154
6.2 Unabhingigkeit von stetigen Zufallsvariablen ..................ooooiiiiiiiiiinnn 160

6.3 Parameter von stetigen Zufallsvariablen .................coooiiiiiiiiii i 161



Inhalt 7

6.3.1 Erwartungswert stetiger Zufallsvariablen ...................c.ooociin, 161

6.3.2 Varianz stetiger Zufallsvariablen ................coooiiiiiiiiiiiiiiiii 163

6.3.3 Quantile stetiger Verteilungen .............c..coouiiiiiiiiiinininiineennens 165

6.4 Die Normalverteilung..........oouiiuiiiiiiii e 166

6.5 Sétze der Wahrscheinlichkeitsrechnung ..., 173
6.5.1 Ungleichung von Tschebyscheff....................o 173

6.5.2 Gesetzder groen Zahlen .............coveiiiiiiiiiiiiiiiiiii e, 175

6.5.3 Zentraler GIeNZWETTSALZ ......ovuviuiiitiiiiiiiitiitiie ittt eaeans 176

6.6 Prifverteilungen..........c.ooouiiiiiiiiii i 177
Gleichzeitige Betrachtung mehrerer Zufallsvariablen ................ 181
7.1 Kovarianz — Korrelation .............oooiiiiiiiiiiiiii 181

7.2 Lineare Funktionen von Zufallsvektoren.............c.cooviiiiiiiiiiiiiininnnn.. 184

7.3 Die multivariate Normalverteilung .............c..coooiiiiiiiiiiiiiiiii 186

Il Induktive Statistik 189
E Punktschatzung von Parametern..........................ccooo, 191
8.1 Der Begriff der Punktschatzung ... 192

8.2 Kriterien zur Giite einer SChAtZUNG ..........cooeviiiiiiiiiiiii e 196
8.2.1 Eigenschaften von Schatzfunktionen..............c.ocoooiiiiiiiiiiiinn, 196

8.2.2 Vergleich von Schétzfunktionen ................oooiiiiiiiiiiiiiiiiiiinn, 201

8.2.3 Asymptotische Giitekriterien .............cooooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiin, 202

8.3 Spezielle Schatzfunktionen ..o 205
8.3.1 Schitzen von Anteilswerten.............cooeiiviiiiiiiiiiiniiiiineens 205

8.3.2 Schitzen von MittelWerten ..........o.veitiiiiiiiiiiiiiiiii e 206

8.3.3 SchitzenderVarianz.............coouiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii i 207

8.3.4 ML-SChatZUNG. . ..ottt 208

ﬂ Intervallschatzung ........................... 210
9.1 Bedeutung des Konfidenzintervalls.............cooeviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiineens 210

9.2 Konfidenzintervalle fiir den Erwartungswert............c.ooeveiiiiiiinieneineennanns 212
9.2.1 Konfidenzintervall fiir u bei bekanntem o2.................c..coeevneiinnnn.. 212

9.2.2 Konfidenzintervall fiir u bei unbekanntem o2 .....................cccoveen. 214

9.2.3 Approximatives Konfidenzintervall fir p£...........c.oooviiiiiiiii.. 216

9.3 Konfidenzintervalle fiir eine Wahrscheinlichkeit .......................oo 217



8 Inhalt

Das Prinzip eines statistischen Tests...................................... 220
10.1 Der Binomial-Test und GaufStest ..........couevuiieiieiiiiiiiiiiiieeieeaaens 220
10.1.1 BInOmual-TeSE .euueueinentinit ettt eaeae 220

10.1.2 GAUISLEST ..ueteiniitit et 225

10.2 Fehlentscheidungen ............oocoiiiiiiiiiiiiiiii i 230

10.3 GUEETUNKHON ... oveeete e 231
m] Spezielle Testverfahren........................... 235
11.1 £-TeStS (LAGETESLS) . .vveennntitiiiii ettt e e e eaaes 235
11.1.1 Einfacher £-TeSt .. ...uineii e 235

11.1.2 DOPPEILET £-TOST .. eneeneeeeentee ettt et et aeaans 237

11.1.3 t-Test fiir verbundene Stichproben ..............c.ccooiiiiiiiiiiiiiiii i 239

11.2 Einfaktorielle Varianzanalyse ............c..coooviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiic s 242

11.3 UnabhangigkeitStest .. ......ouuiitiiniit i eeaeas 246

11.4 Weiterfiihrende Themen ...........ocoiuiiiiiiiii e 248
11.4.1 Testen von AnteilSWeIten .........coueuiitiiiitiitiiit it 248
11.4.1.1Testen eines Anteilswerts mit Software ................c.....ooeeeee. 248

11.4.1.2 Testen auf Gleichheit von Anteilswerten mit Software.............. 249

11.4.2 Umsetzung von Signifikanztests in gédngiger Software ....................... 249

11.4.3 Tests zum Priifen von Annahmen ............ccooooiiiiiiiiiiiiiiiiiiinnn, 250
11.4.3.1Levene-Test .........ooiiiiiiiiiiiiii i 250
11.4.3.2Kolmogorov-Smirnov-Test............ccoviiiiiiiiiiiiinini., 250

11.4.4 Nichtparametrische Tests zur Lage............ccoiiiiiiiiiiiiiiiiiiians 251
11.4.4.1Mann-Whitney-U-TeSt .........cvuerueiiiniinieieinieneneeeeneennes 251
11.4.4.2Wilcoxon-Vorzeichen-Rang-Test...........c.ccoveiiiiiiniiininnan... 252

IV Angewandte Methoden der Datenanalyse 253
Regressionsanalyse ..................................................................... 255
12.1 Lineare Einfachregression.............oooiiiiiiiiiiiiiiiiii s 255
12.1.1 Modellannahmen...........oooiiiiiiniiiii i 256

12.1.2 Stochastische Eigenschaften der KQ-Schétzer ............................... 258

12.1.3 Konfidenzintervalle Und TEStS .........coueueiriitinineiiiiiieniiiiieeenans 260

12.2 Multiple lineare REGIeSSION .......o.eiuuiutiteitiet e et e eeaaenas 263
12.2.1 Das multiple lineare Regressionsmodell .................ccocvviiiiiiin, 263

12.2.2 Schitzen der Modellparameter............ooeeieiruinneiieiniiniineneeneennens 266

12.2.3 Streuungszerlegung und Bestimmtheitsmafld...............c..c.ocoiiinn. 269

12.2.4 Stochastische Eigenschaften der KQ-Schétzer ..............ccoevveiiiinnn... 271

12.2.5 Konfidenzintervalle und TeStS ..........ovviriieiiiiiieeiiiieieiireeeainneenns 272



Inhalt 9

REJDas Logit-Modell .................cc.cocoooiviiiiieieeeeeeeeeeeeee. 276
13.1 Formulierung des logistischen Regressionsmodells...................ccoooiiii 276
13.2 Schétzung des Modells ...........coueiiiiiiiiiiii i e 278

13.3 Asymptotische Konfidenzintervalle und asymptotisches Testen einzelner Ko-
effiZIENTEN ... .o 280
13.4 Asymptotisches Testen linearer Hypothesen ...............c.ociiiiiiiiiiiiinin, 284
13.5 Regressionsmodelle in der ADWeNndung ............ooueiuiiiiiieiiiinieniineiniinaenns 285
13.5.1 Kategoriale Einflussgroflen...........c.ocooeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinns 285
13.5.2 Interaktion zweier Dummy-Variablen ..............c..ooooiiiiiiiiiiien... 288
13.5.3 Modellierung nicht monotoner Einfliisse metrischer Gréfen .............. 289
13.5.4 Modellierung eines Polynoms in einer metrischen EinflussgroRe.......... 289
13.5.5 Stiickweise konstante Funktion ..............coooiiiiiiiiiiiiiiiiiininn, 292
13.5.6 Stiickweise lineare Funktion ................c.ocooiiiii 294
13.5.7 Kubischer Spline mit Stiitzstellen .............c.ccooeviiiiiiiiiiiiiiiiiiiinnn, 295
Diskriminanzanalyse .................................................................... 297
14.1 Quadratische Diskriminanzanalyse............c.ooeiiiiiiiiiiiiiiiii it 297
14.2 Klassische Diskriminanzanalyse .............cooeviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 300
14.3 Bayesianische Diskriminanzanalyse.............c..cooiiiiiiiiiiiiiiiniiiii i, 302
14.4 Lineare Diskriminanzanalyse nach R. A. Fisher...............ccoooiiiiiiiiiii 305
14.4.1 Aufgabenstellung ............ccoviiiiiiiiiiiiiii 305
14.4.2 Losung des Maximierungsproblems ............c.ocoveiiiiiiiiiiniiiiiennen. 306
14.4.3 Verallgemeinertes Eigenwertproblem ...........c..ccoeviiiiiinieniinnennen. 308
14.4.4 Zusammenfassung und Illustration an einem Beispiel ...................... 308
14.4.5 Giite der Diskriminanzfunktion ................ocoooiiiiiiii 313
MCIusteranalyse .............................................................................. 316
15.1 Hierarchische Verfahren ... 316
B ESIVA B L33Te (o] 4211111 1 AU PP 322
15.3 Partitionierende Verfahren ..............c.cooiiiiiiiiiiiiiiiii 325
MNeuronale Netze ... 330
16.1 Grundidee Neuronaler NetzZe ...........ccceiuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinii i 330
16.2 Mathematische NeUrONem ............cooiitiiiiniiiiiiiiiiiiiiii e 330
16.3 Das 3-1ayer PEIZePIION. ... .uuet ettt et et e e eaeaas 333
16.4 Lernen mit dem Gradientenverfahren.................ocooviiiiiiiiiiiiiiiinnn .. 336
16.5 Modellierung mit Hilfe Neuronaler Netze — Regression.............c...ccocoovininn. 343

16.6 Modellierung mit Hilfe Neuronaler Netze — Klassifikation .......................... 347



10 Inhalt

Literatur

SachWortVerzeiChNis .........ooo e



In diesem Buch, das aus Vorlesungen fiir Studierende der Betriebswirtschaftslehre entstan-
den ist, werden wichtige Methoden der Datenanalyse vorgestellt. Statistische Verfahren wer-
den stets dann benétigt und eingesetzt, wenn im Rahmen empirischer Fragestellungen Daten
erhoben, dargestellt und analysiert werden sollen. In allen empirischen Wissenschaften — wir
nennen beispielhaft die Wirtschaftswissenschaften — hat die Statistik daher eine gro8e prak-
tische Bedeutung. Zum Studium dieser Wissenschaften gehort deshalb auch eine intensive
Beschiéftigung mit Statistik.

Dieses Buch ist ein idealer Begleiter zu den Statistikvorlesungen des Bachelor-Studiums an
Hochschulen und Universitdten und fiir das Nacharbeiten statistischer Themen im Master-
studium. Fiir Praktiker bietet es die Gelegenheit, sich im Selbststudium mit statistischen Fra-
gestellungen zu befassen.

Das Buch setzt keine besonderen mathematischen Kenntnisse voraus. Der Leser benotigt die
iiblichen Grundkenntnisse der Elementarmathematik, wie sie an Fachoberschulen und Gym-
nasien unterrichtet wird. Die dariiber hinausgehenden Anforderungen beschrénken sich im
Wesentlichen auf das Rechnen mit dem Summenzeichen.

Das Buch behandelt im ersten Teil (Kapitel 1 bis 3) die deskriptive Statistik, mit der die Da-
tenanalyse beginnen sollte. Im zweiten Teil (Kapitel 4 bis 7) wird die Wahrscheinlichkeitsrech-
nung behandelt, die als Grundlage fiir die weiteren Kapitel bendétigt wird. Teil drei behandelt
die klassischen Themen der induktiven Statistik (Kapitel 8 bis 11). Danach werden im vierten
Teil (Kapitel 12 bis 16) verschiedene weiterfithrende Methoden der Datenanalyse behandelt.

Zu beachten ist, dass die Rechnungen zu den komplexeren Beispielen teilweise mit Hilfe von
Software durchgefiihrt wurden. Hier sind, um die Kumulation von Rundungsfehlern zu ver-
meiden, Zwischenergebnisse gerundet angegeben. Intern wurde aber mit einer hheren Ge-
nauigkeit weitergerechnet. Endergebnisse kénnen sich also beim Rechnen mit gerundeten
Zwischenergebnissen leicht unterscheiden.

An dieser Stelle wollen wir unseren Dank aussprechen. Unser Dank gilt zunédchst den Studie-
renden der Hochschule Miinchen, die durch zahlreiche Fragen und Anmerkungen zur Gestal-
tung des Lehrtextes beigetragen haben. Weiter danken wir ganz herzlich Frau Julia Pelger, die
durch ihre Korrekturvorschlidge eine unersetzliche Arbeit geleistet hat, und Herrn Oliver Hien,
durch dessen konstruktive Anregungen und Kommentare der Text weiter wesentlich verbes-
sert werden konnte.

Unser ganz besonderer Dank gilt Herrn Frank Katzenmayer und Frau Christina Kubiak, Hanser
Verlag, fiir die exzellente Betreuung des Buchprojekts.

Kochel am See und Konzell, Sommer 2021 Sandro Scheid und Stefanie Vogl






Deskriptive Statistik







Grundlagen

Die deskriptive Statistik stellt Methoden bereit, um Untersuchungsgegensténde, die aus einer
Vielzahl von einzelnen Objekten bestehen, zu beschreiben. Hinter dieser abstrakten Beschrei-
bung stehen vielfdltige unterschiedliche Anwendungen. Beispielsweise soll das Wahlverhalten
der deutschen Biirger beschrieben werden oder die Nebenwirkungen bei der Einnahme ei-
nes Medikamentes oder das Interesse der Konsumenten an einem neuen Produkt. Die drei
genannten Beispiele haben gemeinsam, dass das konkrete Interesse auf eine Gesamtheit be-
zogen ist. Dies sind die wahlberechtigten Personen in Deutschland, die Patienten, die das Me-
dikament einnehmen oder der Kundenkreis des neuen Produkts. Diese Gesamtheiten sollen
durch die statistische Analyse quantitativ beschrieben werden. Dazu werden an den Einhei-
ten - in den genannten Beispielen sind dies Personen — Untersuchungsmerkmale betrachtet.
Eine deskriptive Auswertung sollte das Untersuchungsziel und auch die Gesamtheit genauer
beschreiben. Wichtige Begriffe, die dabei niitzlich sind, werden in diesem Kapitel behandelt.

B 1.1 Aufgaben der deskriptiven Statistik

Die deskriptive Statistik beschéftigt sich mit der Aufbereitung und Komprimierung von Daten,
die in den verschiedensten Bereichen anfallen oder erhoben werden. Mithilfe der deskriptiven
Statistik konnen Sachgebiete quantitativ beschrieben werden. Dabei werden viele Daten im
Hinblick auf die Eigenschaften, die von Interesse sind, zusammengefasst. Zum Aufgabengebiet
der deskriptiven Statistik zdhlen im Einzelnen:

= das Zusammenfassen und Ordnen der Daten in Tabellen,
= das Erstellen von Diagrammen und

= das Berechnen charakteristischer KenngroBen oder Maf3zahlen.

Beispiel 1.1

= Der Absatz der verschiedenen Modelle eines Kfz-Herstellers soll graphisch darge-
stellt werden.

= Die Einkommensstruktur der Bundesbiirger soll komprimiert dargestellt werden.
Von Interesse ist hier der Anteil der Bevolkerung an der Gesamtbevolkerung, der zu
einer Einkommensklasse gehort, wobei das Einkommen in verschiedene Grof3en-
klassen aufgeteilt ist.

= Ein Kraftfahrzeugversicherer méchte die eingegangenen Schadensfille verschiede-
nen Merkmalen zuordnen. So ordnet er sie dem Kraftfahrzeugtyp und dem Alter der
Versicherungsnehmer zu.
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Deskriptive Statistiken werden in unterschiedlichsten Bereichen benétigt. So stellen etwa die
staatlichen Statistikimter unter anderem Statistiken der Bevolkerungsstruktur, der Erwerbs-
tatigkeit, des produzierenden Gewerbes, der Sozialleistungen fiir Handel und Verkehr oder
fiir das Gesundheitswesen zur Verfiigung. Im Bereich Betriebsstatistik erfassen Unternehmen
etwa Auftragseingédnge, Produktion, Erzeugerpreise sowie Lohn- und Materialkosten. In der
Forschung werden mittels Statistik Forschungsgegenstdnde wie z.B. die Vertraglichkeit von
Medikamenten, das Wahlverhalten, die Belastungsfahigkeit unterschiedlicher Materialien, das
Kaufverhalten der Geschlechter oder das Armutsrisiko von Patchworkfamilien beschrieben.

B 1.2 Grundgesamtheit und Stichprobe

Ausgangspunkt einer statistischen Fragestellung ist ein Untersuchungsgegenstand, der sich in
der Regel auf viele einzelne Objekte bezieht. Dabei sollte der Untersuchungsgegenstand prézi-
se formuliert und auBerdem sachlich, raumlich und zeitlich abgegrenzt sein, damit eindeutig
feststeht, auf welche konkreten Objekte er sich bezieht. Fiir die Vielzahl an méglichen Unter-
suchungsgegenstinden sollen nun exemplarisch drei Félle illustriert werden.

Beispiel 1.2

Eine Firma iiberlegt, ein neues Produkt einzufiihren. Sie m6chte wissen, wie es auf dem
Markt ankommen wiirde. Um das herauszufinden, fithrt das Unternehmen eine Umfra-
ge durch.

Untersuchungsgegenstand ist also die Akzeptanz eines neuen Produkts auf dem Markt.
Dazu muss der potenzielle Absatzmarkt festgelegt werden. Welche geographische Gro-
Be ist relevant, ist der Markt national, europaweit oder global definiert? Sollen nur Bal-
lungszentren bedient werden oder die ganze Fliche? Welches Geschlecht und welche
Altersgruppen kommen infrage? Welche Einkommensklassen? Welche Vertriebswege
sollen genutzt werden?

Beispiel 1.3

Ein Kfz-Versicherer mochte die Schadensfille des abgelaufenen Geschéftsjahres nach
Schadenshéhe und geografischer Haufigkeit charakterisieren.
Untersuchungsgegenstand ist die Gesamtheit der im abgelaufenen Geschiéftsjahr ein-
gegangenen Schadensfille. Somit miissen Beginn und Ende des Geschiftsjahres durch
konkrete Zeitpunkte markiert werden. Sollen sdamtliche Versicherungstarife analysiert
werden oder gilt das Interesse nur einer Auswahl?

Wie an den Beispielen deutlich wird, bezieht sich der Untersuchungsgegenstand stets auf eine
Menge von Objekten. Diese werden in der Statistik als Untersuchungseinheiten bezeichnet.
Die Menge aller Untersuchungseinheiten bildet dann die Grundgesamtheit.
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Untersuchungseinheit
Untersuchungseinheiten sind die Objekte, auf die sich die statistische Analyse bezieht.

Grundgesamtheit
Die Menge aller Untersuchungseinheiten wird als Grundgesamtheit oder Population be-
zeichnet.

Meist werden in der Praxis nicht alle Untersuchungseinheiten, auf die sich eine Fragestellung
bezieht, analysiert. Dies wére aus organisatorischen und zeitlichen Griinden oft viel zu auf-
wendig oder sogar vollkommen unmoglich. Haufig ist das auch gar nicht notwendig. Die mo-
derne Statistik stellt ndmlich Methoden zur Verfiigung, die es ermdglichen, basierend auf einer
relativ kleinen Auswahl von Untersuchungseinheiten allgemein giiltige Aussagen beziiglich ei-
ner weitaus groeren Grundgesamtheit herzuleiten.

Stichprobe
Eine Stichprobe bezeichnet eine Auswahl an Untersuchungseinheiten einer Grundgesamt-
heit.

Die Vorgehensweise, Ergebnisse einer Teilgesamtheit auf eine iibergeordnete Gesamtheit
zu verallgemeinern, ist Aufgabe der induktiven Statistik. Die deskriptive Statistik dient aus-
schlieBlich nur zur Beschreibung einer vollstindig bekannten Grundgesamtheit oder zur
Beschreibung einer Stichprobe. Interpretationen, die dariiber hinausgehen, sind nicht Gegen-
stand der Untersuchungen und bleiben der induktiven Statistik vorbehalten.

B 1.3 Merkmale und Skalenniveaus

Bei einer Untersuchung werden an den Untersuchungseinheiten Merkmale betrachtet, die
dem jeweiligen Interesse entsprechen. Merkmale werden mit GroBbuchstaben X, Y, Z, ... no-
tiert. Allgemein sind an einer statistischen Einheit in der Regel mehrere Merkmale beobacht-
bar.

Beispiel 1.4

Sind die Untersuchungseinheiten Personen, so konnten folgende Merkmale von Inter-
esse sein:

X = das Monatseinkommen,

Y =die bei der letzten Bundestagswahl gewdhlte Partei,

Z =das Geschlecht.
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Beispiel 1.5

Sind die Untersuchungseinheiten Schadensereignisse, die bei einer Versicherung in-
nerhalb eines Zeitraums eingehen, so konnten folgende Merkmale von Interesse sein:
X =die Schadenshohe,

Y = der Zeitpunkt des Schadens,

Z = die Versicherungshohe des Versicherungsnehmers.

Neben dem Begriff Merkmal wird hdufig auch der Begriff Variable verwendet. Beide Begriffe
werden synonym angewandt. Der Begriff Variable deutet schon darauf hin, dass die Variable
oder das Merkmal fiir die verschiedenen Untersuchungseinheiten verschiedene Werte anneh-
men kann. Die Werte, die die Merkmale annehmen, werden als Merkmalsauspréagungen be-
zeichnet. Die moglichen Auspréagungen eines Merkmals bilden den Merkmals- oder Zustands-
raum. Die folgende Ubersicht enthilt nochmals eine Zusammenfassung der beschriebenen
Begriffe.

Merkmal
Unter einem Merkmal versteht man bestimmte Aspekte oder Eigenschaften einer Untersu-
chungseinheit.

Merkmalsauspragung
Den konkreten Wert, den eine Untersuchungseinheit fiir ein Merkmal annimmt, bezeichnet
man als Merkmalsauspragung.

Merkmalsraum
Die Menge der moglichen Ausprdgungen eines Merkmals wird mit Merkmals- oder Zu-
standsraum bezeichnet.

In der Literatur ist es {iblich, folgende Begriffe synonym zu verwenden:
Untersuchungseinheit = Merkmalstréger = Objekt = Fall (Case),
Merkmal = Variable = Attribut.

Beispiel 1.6

Im Beispiel 1.4 wurden Personen als Einheiten betrachtet. Die genannten Merkmale
konnten die Werte

X = Monatseinkommen: 1 700€, 2 100€,1 900 €, ...

Y = gewdhlte Partei: CDU, SPD, Griine, FDB ...

Z = Geschlecht: ménnlich, weiblich

annehmen.
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Das Beispiel illustriert, dass die Art der Auspréagungen unterschiedlich sein kann. Im Folgen-
den sollen die verschiedenen moglichen Arten von Merkmalsauspragungen beschrieben wer-
den. Je nach Art der Merkmalsausprdagungen werden sich spéter die moglichen statistischen
Methoden, die zur Auswertung der Daten herangezogen werden kénnen, unterscheiden.

Eine grobe Einteilung der Merkmalsauspragungen ergibt sich durch die Unterscheidung in
zahlenmaifige und nicht zahlenmé&Rige Werte. Die verwendeten Begriffe sind:

Qualitative Merkmale
Die Ausprdagungen unterscheiden sich in ihrer Art. Sie konnen nicht durch eine Grofenord-
nung beschrieben werden, aber in verschiedene Kategorien eingeteilt werden.

Quantitative Merkmale
Die Ausprédgungen lassen sich durch Zahlen beschreiben. Sie besitzen eine Auspragung, bei
der die GroRe interpretiert werden kann.

Oft werden die Kategorien von qualitativen Merkmalen im praktischen Gebrauch mit Zahlen
belegt. So stehen z.B. Steuer- oder Kundennummern fiir verschiedene Personen oder Steu-
erklassen fiir unterschiedliche Personengruppen. Bankleitzahlen stehen fiir Banken, Postleit-
zahlen fiir Orte. Wichtig fiir das Verstandnis des Begriffs des qualitativen Merkmals ist hierbei,
dass die jeweiligen Zahlen in diesen Fillen nur der Unterscheidung dienen. Eine Anordnung
der Merkmale im Sinne einer Gréf3e ist hier nicht sinnvoll.

Beispiel 1.7

= Qualitative Merkmale: Geschlecht, Familienstand, Konfession, Steuerklasse, Farbe
eines Autos, Rechtsform eines Unternehmens.

= Quantitative Merkmale: Korpergroe, Alter, Einkommen, Umsatz, Temperatur.
|

Quantitative Merkmale lassen sich weiter unterteilen, je nachdem, ob die Merkmalsauspréa-
gungen nur diskrete oder kontinuierliche Werte annehmen kénnen.

Diskrete Merkmale
Die Merkmalsauspragungen nehmen nur bestimmte, separate Zahlenwerte an. Es werden
nur endlich viele oder abzdhlbar unendlich viele Werte angenommen.

Stetige Merkmale

Es konnen Werte aus einem reellen Zahlenintervall angenommen werden. Die Werte sind
kontinuierlich. Man stellt sich vor, dass sie auf beliebig viele Nachkommastellen messbar
sind.
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Bemerkung:

= Alle qualitativen Merkmale sind trivialerweise diskret. Quantitative Merkmale sind dann
diskret, wenn die Merkmalsausprdgungen durch einen Zdhlvorgang ermittelt werden kon-
nen.

= Merkmale, die sich sehr fein unterteilen lassen, aber im Prinzip diskrete Merkmale sind,
werden auch quasi-stetige Merkmale genannt und zu den stetigen Merkmalen gez&hlt.

Beispiel 1.8

= Diskrete Merkmale: Anzahl der Semester eines Studierenden, die Anzahl der Ange-
stellten in einem Betrieb, Anzahl der Fehltage eines Arbeitnehmers.

= Stetige Merkmale: Korpergro8e, Temperatur, Zeit, Benzinverbrauch.

= Quasi-stetige Merkmale: Einkommen eines Haushalts, Umsatz einer Firma, Qua-
dratmeterpreis einer Wohnung.

Je nach Art des betrachteten Merkmals konnen die Merkmalsausprdgungen anhand verschie-
dener Skalen gemessen werden. Im Folgenden sind die verschiedenen Skalenniveaus, geord-
net nach dem Informationsgehalt, beginnend beim niedrigsten, beschrieben.

Skalenniveaus

= Nominales Skalenniveau
Bei einem nominalen Skalenniveau lassen sich die verschiedenen Auspriagungen des
Merkmals lediglich unterscheiden. Es gibt keine natiirliche Anordnung der Merkmals-
auspragungen. Man spricht von einem nominalen Merkmal.

= Ordinales Skalenniveau
Es gibt eine Rangfolge bzw. Ordnung innerhalb der Auspridgungen des Merkmals. Der
Abstand zwischen den Auspragungen ist aber nicht sinnvoll interpretierbar. Man spricht
von einem ordinalen Merkmal.

= Metrisches Skalenniveau
Die Auspragungen des Merkmals lassen sich der Gréf3e nach anordnen. Zudem sind die
Abstidnde der Ausprdgungen interpretierbar. Man spricht von einem quantitativen bzw.
metrischen Merkmal.

Beispiel 1.9 Skalen

= Beispiele fiir Merkmale, die auf einer nominalen Skala gemessen werden, sind:
Geschlecht, Familienstand, Konfession, Augenfarbe, Rechtsform eines Unterneh-
mens, Branche eines Unternehmens.

= Beispiele fiir Merkmale, die auf einer ordinalen Skala gemessen werden, sind:
Leistungsbeurteilung, Bewertung bei einem Schonheitswettbewerb, Zufriedenheit
mit einem Produkt mit beispielsweise den Auspriagungen: sehr zufrieden, zufrieden,
unzufrieden, sehr unzufrieden.
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= Beispiele fiir Merkmale, die auf einer metrischen Skala gemessen werden, sind:
Korpergro3e, Wartezeit auf den Bus, Gewinn eines Unternehmens, Einkommen ei-
nes Arbeitnehmers.

Fiir die metrischen Merkmale sind weitere Unterteilungen méglich.

Arten metrischer Skalen

= Intervallskala
Nur die Differenzen zwischen Auspragungen konnen interpretiert werden.

= Verhiltnisskala
Das Merkmal besitzt einen absoluten Nullpunkt. Als Folge davon ergibt eine Aussage wie
,die eine Auspriagung ist doppelt so hoch wie die andere“ Sinn. Allgemein sind die Ver-
héltnisse der verschiedenen Auspréagungen interpretierbar.

Beispiel 1.10 Metrische Skalen

= Ein Merkmal, das auf einer Intervallskala gemessen wird, ist die Temperatur. Abstdn-
de sind hier interpretierbar. Eine Aussage wie ,heute ist es 3 Grad wirmer als ges-
tern“ ist sinnvoll. Bei null Grad Celsius handelt es sich nicht um einen natiirlichen
Nullpunkt. Angenommen heute sind 6°C und gestern 3°C gemessen worden, so ist
es nicht sinnvoll zu sagen, dass es heute doppelt so warm ist wie gestern.

= Ein Beispiel fiir ein Merkmal, das auf einer Verhiltnisskala gemessen wird, ist das
Einkommen eines Arbeitnehmers. Hier bietet es sich an, Verhiltnisse zu bilden. Aus-
sagen wie , Peter verdient doppelt so viel wie Dieter” oder ,Petra verdient 15% mehr
als Susanne“ sind zuldssig.
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