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Vorwort

Selbstgesteuertes Lernen mit Aufgaben zum SEFI-Curriculum

Dem Buch Mathe - kann ich, Band 1 liegt die Idee zugrunde, sich ma-thematische Grundlagen entlang des SEFI-Curriculums in Alpers (2014) B. Alpers. A Framework for Mathe-
matics Curricula in Engineering Edu-
cation. European Society for Engi-neering Education (SEFI), 3. Auflage,2014

selbstgesteuert anzueignen. Die positiven Rückmeldungen zu Band 1 be-stärken uns, dieses Projekt fortzusetzen. Studierende haben die Strukturder Kapitel von Band 1 als besonders hilfreich beurteilt. Sie bestehtaus Einleitung zum Thema, Kann-Liste zu den Lernzielen, Aufgaben undLösungen, und bleibt daher unverändert bestehen. Kann-Listen enthaltenzum Lernziel Referenzen auf Lerneinheiten, die hier jeweils Aufgaben sind.Der Spaltentitel in den Kann-Listen heißt daher jetzt einfach „Aufgabe“.Band 2 setzt die Kapitelnummerierung von Band 1 fort. Da die Bear-beitungsdauern für einzelne Aufgaben individuell sehr verschieden sind,gibt es in diesem Band nur Vielfache von 5 Minuten als Zeitangabe zurungefähren Orientierung.
Von Core Zero zu Core Level 1

Das SEFI-Curriculum ist als Schichten-Modell mit Core Zero als Kernaufgebaut, um den sich die drei Schichten Core Level 1, Level 2 und Level 3legen. Core Zero enthält Material, das idealerweise schon vor dem Beginneines ingenieurwissenschaftlichen Studiums erarbeitet wurde. Core Level1 baut darauf auf und wird als mathematische Grundlage aller Disziplinenaus diesen Studien betrachtet. Level 2 enthält fortgeschrittenes Material,das die Lösung realer technischer Probleme betrifft. Die enthaltenenThemen betreffen nicht mehr jede ingenieurwissenschaftliche Disziplin.Level 3 enthält mathematische Spezialthemen. Jede dieser Schichten führtThemen aus den mathematischen Teilgebieten Algebra, Analysis, DiskreteMathematik, Geometrie und Statistik auf. Nachdem der Band 1 unsererReihe die Themen der ersten drei Teilgebiete von Core Zero enthielt,startet dieses Buch jetzt mit Geometrie und Statistik, um ab Kapitel 22die Themen der Analysis aus Core Level 1 aufzunehmen. Diese setzeninhaltlich die Themen von Band 1 fort. Tabelle 1 zeigt die jeweiligenFortsetzungen.
Tabelle 1: Fortsetzung der Kapitelaus Band 1 in Band 2 KapitelThema Band 1 Band 2Funktionen 4, 5, 7 22, 23, 25Folgen 6 27Differentiation 8, 9 26Integration 10, 11 28, 29Komplexe Z. 12 24Trotz dieser inhaltlichen Fortsetzung haben wir versucht, die Kapitelselbsterklärend zu machen. Daher gibt es mitunter Wiederholungen und
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Aufgaben, die Lernziele der ersten Kapitel aufgreifen. Nicht zu übersehenist aber, dass der Stoff ab Kapitel 22 anspruchsvoller wird. Das zeigtsich auch an Themen wie der Algorithmik zum näherungsweisen Lösennicht-linearer Gleichungen.
Auswahl und Themenfolge

Zielgruppen und der Aufbau von Lehrveranstaltungen sind so verschieden,dass die Lernziele des SEFI-Curriculums nicht sequentiell abzuarbeitensind, sondern Auswahl und Themenfolge dem jeweiligen Bedarf angepasstwerden. So wird den Bedürfnissen der Studierenden am ehesten entspro-chen: mit der Fokussierung auf den Lernprozess, mit der Rückmeldungzum Lernerfolg und mit der erwünschten Selbststeuerung.An wenigen Stellen haben wir Lernziele des SEFI-Curriculums ergänztund auch ausgelassen. So sind Anwendungen rationaler Funktion oderkomplexer Zahlen aus unserer Sicht wichtig, während uns die reziprokenFunktionen hyperbolischer Funktionen verzichtbar erscheinen. Von unsergänzte Lernziele sind mit einem Stern markiert. Die Reihenfolge derThemen bleibt die des Curriculums, woraus sich gelegentlich Verweiseauf spätere Kapitel ergeben.Wenn die vorliegenden Bände als Wegweiser, als Motivator, als Orientie-rung, als Begleitlektüre oder als Nachschlagewerk dienen, können wirAutoren zufrieden sein.
Zusatzmaterial

Kannlisten zum Abhaken finden Sie wieder als separate Dateien aufplus.hanserfachbuch.de. So können Sie diese wiederholt, zum erstenLernen, zur Vorbereitung auf Klausuren oder zur Wiederholung aktivverwenden. Viele Aufgaben können mit Hilfe von Software gelöst undvertieft werden. Code in gängigen mathematischen Software-Programmenzu einigen Aufgaben finden Sie ebenfalls online.Den Zugangscode finden Sie auf Sei-te 1.
Dank

Ein besonderer Dank geht an Studierenden des Studiengangs Wirtschafts-informatik am Campus Lingen, die mit ihren Antworten in der Befragungzur Nutzung von Band 1 wichtige Hinweise für die Weiterentwicklung undeinen ordentlichen Motivationsschub gegeben haben. Die konstruktiveZusammenarbeit mit unserer Lektorin Frau Silakova macht immer Freude.Wir sind froh, trotz Corona, verschiedener Krankkeiten und familiärerKrisen sowie langer Diskussionen um Inhalte und Form endlich fertig mitdiesem Band zu sein. Hoffentlich trägt er dazu bei, dass viele Lernendesagen können: „Mathe - kann ich“.Bremen, Naumburg (Saale), August 2023Markus Schmidt-Gröttrup, Thomas Risse, Katharina Best
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Geometrie

15.1 Einleitung

Die Geometrie, ursprünglich die Kunst der Erdvermessung, befasst sich mitder Lehre von Objekten in der Ebene und im Raum und ihren Beziehungenzueinander. In diesem Kapitel werden Punkte und Geraden, Längen undWinkel, Dreiecke und Polygone sowie Kreise vorgestellt. Weiterhin werdendreidimensionale Körper und ihre Projektionen in die Ebene betrachtet.Für eine weitführende Darstellung zur Geometrie und ihren Anwendungenin den Ingenieurwissenschaften wird in Bär (2001) empfohlen. G. Bär. Geometrie. Vieweg+TeubnerVerlag, Wiesbaden, 2 Auflage, 2001
15.1.1 Punkte, Geraden und LängenEin Punkt ist ein Objekt ohne Ausdehnung. Gezeichnet wird mit kleiner,gerade noch sichtbarer Ausdehnung oder als Schnittpunkt zweier Linien.Eine Gerade g ist eine gerade, in beide Richtungen unendliche Linie.Sie ist durch zwei Punkte definiert. Werden diese verbunden, entstehteine Strecke. Die Strecke zwischen den Punkten A und B wird mit ABbezeichnet und ihre Länge mit |AB|. Wird die Linie über einen Punkthinaus verlängert, entsteht ein Strahl in die Richtung und es wird voneiner Halbgeraden gesprochen.
15.1.2 WinkelZwei Halbgeraden mit dem selben Anfangspunkt begrenzen einen Winkel,

Winkel werden meistens mit griechi-schen Buchstaben bezeichnet, meistmit α, β, γ und δ sowie bei Bedarfmit weiteren Buchstaben.

die Halbgeraden werden als Schenkel bezeichnet. Der Winkel ist definiertdurch eine Drehung gegen den Uhrzeigersinn des einen Schenkels zumanderen. Auf diese Weise werden die zwei Winkel bezüglich der zweiSchenkel unterschieden, siehe Bild 15.1. α

β

S

Bild 15.1: Zwei Halbgeraden mit demAnfangspunkt S definieren den Win-kel α und den Winkel β = 360◦− α .Als Innenwinkel wird der Winkel
≤ 180◦ bezeichnet. Der andere Win-kel wird Außenwinkel genannt.

Die beiden Winkel in Bild 15.1 drehen den Schenkel einmal vollständigauf sich selbst. Eine solche Volldrehung wird auch als 360◦-Drehung be-zeichnet, ein Winkel von 360◦ als Vollwinkel. Entsprechend ist eine halbeDrehung 180◦ und der zugehörige Winkel ein gestreckter Winkel sowieeine Vierteldrehung 90◦ und der zugehörige Winkel ein rechter Winkel.
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Der rechte Winkel wird mit einem Punkt markiert. Diese Größenzuordnungwird in Tabelle 15.1 zusammengefasst.Tabelle 15.1: Einordnung von Win-keln.Winkelname WertebereichNullwinkel 0◦Spitzer Winkel (0◦, 90◦)Rechter Winkel 90◦Stumpfer W. (90◦, 180◦)Gestreckter W. 180◦Überstumpfer W. (180◦, 360◦)Vollwinkel 360◦

Die Angabe der Winkel in der Einheit 1◦, wie oben verwendet, wird
Gradmaß genannt.

α

β

α ′

β ′

g

h
S

Bild 15.2: Zwei Geraden g und hschneiden sich im Schnittpunkt Smit dem Schnittwinkel α und demNebenwinkel β .

Zwei Geraden in einer Ebene schneiden sich entweder in einem Schnitt-
punkt oder sie sind parallel. Falls sie sich schneiden, entstehen einSchnittpunkt sowie vier Winkel, siehe Bild 15.2. Da sich α und β zueinem gestreckten Winkel addieren, sind der dritte und der vierte Winkelwieder genauso groß wie α bzw. β . Diese Art der Argumentation lässtsich auf viele Schnittkonstellationen anwenden.

g1
g2

hBild 15.3: Eine Gerade schneidetzwei parallele Geraden. Die blauenWinkel sind nur verschoben (Stufen-winkel) und identisch. Auch die blaugestrichelten Winkel (Wechselwinkel)sind mit diesen identisch.

Beispiel. In Bild 15.3 schneidet eine dritte Gerade h die zweiparallelen Geraden g1 und g2. Welche Winkel sind identisch?Da g2 gegenüber g1 nur verschoben ist, sind die zwei blauen Winkel,die sich im Schnitt mit h ergeben, identisch. Außerdem sind sieauch mit den blau gestrichelten Winkeln identisch, da der blauemit dem grauen Winkel sich zu 180◦ Grad ergänzen, genauso wieder blau gestrichelte mit dem grauen.
15.1.3 Dreiecke und PolygoneEin Dreieck besteht aus drei Punkten, die nicht auf einer Geraden liegenund ihren Verbindungsstrecken. Die den Seiten a, b, c gegenüberliegen-den Winkel werden mit α, β, γ bezeichnet (Bild 15.4). Mit ha, hb, hcwerden die Höhen des Dreiecks über den Seiten a, b, c bezeichnet. EineHöhe steht auf der zugehörigen Seite senkrecht.

A B

C

c

ab hc

ha
hb

Bild 15.4: Dreieck mit den Seiten
a, b, c, seinen Winkeln und den Hö-hen ha , hb und hc . Zu sehen ist, dassbei den Höhen von Nachbarseiten ei-nes stumpfen Winkels der Höhenfuß-punkt außerhalb des Dreiecks liegt,hier bei ha und hb .
Tabelle 15.2: Flächeninhalte der spe-ziellen Dreiecke mit den Notationenaus Bild 15.5.Dreieck Flächeninhaltrechtwinklig 12abgleichschenklig 14 c√4a2 − c2

gleichseitig √34 a2

Ein Dreieck mit einem rechten Winkel wie im Bild 15.5 wird rechtwinkliges
Dreieck genannt. Ein Dreieck heißt spitzwinklig, wenn sein größter Winkelkleiner als 90◦ ist. Es heißt stumpfwinklig, wenn er größer als 90◦ ist.Sind zwei der drei Seiten gleich lang, heißt ein Dreieck gleichschenklig;sind alle drei Seiten gleich lang, so heißt es gleichseitig.

a

b
c

c

ab

α β
c

ab

α β

γ

Bild 15.5: Das linke Dreieck ist ein rechtwinkliges Dreieck. Der rechte Winkel ist mit einemPunkt markiert. Das mittlere Dreieck ist gleichschenklig, es gilt a = b und α = β . Dasrechte Dreieck ist gleichseitig, d.h. a = b = c und α = β = γ .
Bei Dreiecken sind der Flächeninhalt A und der Umfang U interessant.Der Umfang eines Dreiecks ist die Summe seiner Seitenlängen,

U = a+ b+ c.
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Für den Flächeninhalt gilt

A = 12gh,wobei g die Seitenlänge einer Seite ist und h die zugehörige Höhe desDreiecks, siehe Bild 15.7. Die Flächeninhalte spezieller Dreiecke sind inTabelle 15.2 zusammengestellt. α β

γ
α ′ β ′

Bild 15.6: Im obigen Dreieck ergän-zen sich der Winkel γ , der Wechsel-winkel β ′ zu β und der Wechselwin-kel α ′ zu α zu 180◦ an der gestri-chelten Geraden.Die Summe der drei Winkel eines Dreiecks beträgt 180◦, siehe Bild 15.6.Damit lässt sich aus zwei Winkeln immer der dritte ausrechnen.Für rechtwinklige Dreiecke gilt der Satz des Pythagoras Vgl. dazu Band 1, Kapitel 13
a2 + b2 = c2,wobei a und b die Katheten und c die Hypotenuse des Dreiecks sind.Wieso das gilt, ist im Bild 15.8 gezeigt. Aus zwei bekannten Seitenlängenlässt sich die dritte zu berechnen.

g

h

Bild 15.7: Zur Berechnung des Flä-cheninhalts eines Dreiecks wird eineSeite g, Grundseite genannt, und diezugehörige Höhe h benötigt.

a b

a

b

a b

a

b c

c

b a

b

a

a b

a

b c

c

c

c

Bild 15.8: Der Satz des Pythagoras: Im linken Bild ist a2 (rot) +b2 (grün) +4 · AD (blau),im rechten Bild ist auf der selben Fläche c2 (gelb) +4 · AD (blau).
Zwei Dreiecke heißen kongruent , wenn sie durch eine Verschiebung,Drehung oder Spiegelung oder eine geeignete Aneinanderreihung dieserOperationen ineinander überführt werden können. Die Seitenlängen deseinen Dreiecks finden sich auch im zweiten Dreieck, genauso wie diedrei Winkel in beiden Dreiecken gleich groß sind. Zur Überprüfung derKongruenz muss eine der folgenden Aussagen nachgewiesen werden:
sss: Die Längen der drei Seiten stimmen überein.
sws: Zwei Seitenlängen stimmen überein sowie der eingeschlosseneWinkel.
ssw: Zwei Seitenlängen stimmen überein sowie der Winkel, der derlängeren Seite gegenüberliegt.
wsw: Eine Seitenlänge stimmt überein sowie die an dieser Seite anlie-genden Winkel.
wws: Eine Seitenlänge stimmt überein sowie ein dieser Seite anliegendeund der dieser Seite gegenüberliegende Winkel.In diesem Fall sind die Dreiecke kongruent und alle Aussagen erfüllt.

αb a

A B

C

Bild 15.9: Das rote und das blaueDreieck sind kongruent.
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Beispiel. In Bild 15.9 sind im roten Dreieck die Seiten a, b undder Winkel α hervorgehoben, also zwei Seiten und der dazwischen-liegende Winkel. Damit kommt die sws-Version der Kongruenzsätzezum Vergleich in Frage. Die entsprechenden Seiten und Winkel sindim blauen Dreieck hervorgehoben. Sie stimmen überein und damitsind die Dreiecke kongruent.

Bei ähnlichen Dreiecken müssen nicht die Längen übereinstimmen, son-dern nur die Winkelgrößen. Eine wichtige Anwendung hierbei ergibt sichaus dem Strahlensatz . Zwei sich schneidende Geraden werden von zweiparallelen Geraden gekreuzt, siehe Bild 15.10.
Z

A1
A2

B1
B2

Z

A1

A2

B1

B2
Bild 15.10: Zwei Geraden (rot) schnei-den sich im Zentrum Z . Die zwei par-allelen Geraden (grün) können aufder gleichen Seite (oben) oder ver-schiedenen Seiten von Z liegen.

Über die Verhältnisse der resultierenden Längen in den Dreiecken
4(ZA1B1) und 4(ZA2B2) gilt:

|ZA1|
|ZA2| = |ZB1|

|ZB2| = |A1B1|
|A2B2|

Ein Polygon ist ein allgemeines Vieleck und entsteht durch einen geschlos-senen Streckenzug durch n Punkte, also eine Verkettung von Strecken,wo der Endpunkt der einen der Anfangspunkt der anderen Strecke istund außerdem der Anfangspunkt der ersten Strecke mit dem Endpunktder letzten Strecke zusammenfällt. Falls sich die daraus resultierendenSeiten nicht kreuzen, lässt sich ein Polygon triangulieren, d.h. in Dreieckeaufteilen. Bild 15.11 zeigt, wie ein Polygon mit n Ecken in n− 2 Dreieckeaufgeteilt werden kann. Aus den Winkelsummen der Dreiecke ergibt sich,dass die Winkelsumme des Polygons mit n Ecken (n− 2) · 180◦ ist.
Beispiel. Welche Summe haben die Winkel eines Siebenecks?Ein Siebeneck wie z.B. in Bild 15.11 lässt sich in fünf Dreieckeaufteilen, damit ergibt sich 5 · 180◦ = 900◦ als Winkelsumme.

Bild 15.11: Ein 7-Eck mit Aufteilungin fünf Dreiecke.

Ein besonderes Polygon ist das Viereck , das sich in zwei Dreiecke teilenlässt. Die Winkelsumme im Viereck beträgt deswegen 360◦. Aus den zweiDreiecken lässt sich der Flächeninhalt bestimmen.Bei einem Parallelogramm sind je zwei der Seiten parallel. Das Paralle-logramm lässt sich damit in zwei kongruente Dreiecke zerlegen, wie inBild 15.12 gezeigt, und damit beträgt der Flächeninhalt
Ap = 2 AD = 2 · 12 gh = gh.

Ein spezieller Fall eines Parallelogramm ist das Rechteck . Dabei stehendie Seiten aufeinander senkrecht. Die Zerlegung ergibt dann zwei recht-winklige Dreiecke und der Flächeninhalt vereinfacht sich zu AR = a b,wenn a und b die Seitenlängen sind, siehe Bild 15.13.

g

h

Bild 15.12: Das Parallelogramm wirdin zwei kongruente Dreiecke aufge-teilt. Die Höhe h des Dreiecks istauch die des Parallelogramms.

a

b

Bild 15.13: Ein Rechteck aus zweikongruenten rechtwinkligen Dreie-cken.
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15.1.4 KreiseEin Kreis ist durch einen Punkt M , den Mittelpunkt und einen Radius rgegeben als die Menge aller Punkte X einer Ebene, für die gilt:

|MX |= r,siehe Bild 15.14. Das Innere des Kreises heißt Kreisfläche oder Kreis-
scheibe. Die Fläche AK und der Umfang UK des Kreises lassen sichmittels der Kreiszahl π aus dem Radius r berechnen als

AK = π r2
UK = 2π r M

Xr

Bild 15.14: Ein Kreis, gegeben durchMittelpunkt M und Radius r .Zwei Strahlen, ausgehend vom Mittelpunkt eines Kreises schneiden denKreis in zwei Teile. Ein von den Strahlen begrenzte Teil des Kreisesheißt Kreisbogen, die von den Strahlen und dem Kreis begrenzte Fläche
Kreissektor . Die zwei Schnittpunkte des Kreises mit den beiden Strahlenlassen sich zur Kreissehne verbinden, die durch Kreissehne und Kreisbegrenzte Fläche ist das Kreissegment . Deren Länge bzw. Flächeninhaltlässt sich aus dem Radius und dem Winkel errechnen. Das Kreissegment lässt sich erst un-ter Nutzung der trigonometrischenFunktionen aus Kapitel 19 berech-nen.Die Länge des Kreisbogens und der Flächeninhalt des Kreissektor lassensich aus Radius und Winkel berechnen. Dabei entsprechen die Länge
LB des Kreisbogens und der Flächeninhalt AS des Kreissektors demgleichen Anteil am Umfang bzw. am Flächeninhalt des Kreises wie dereingeschlossene Winkel α am Vollwinkel. Ist α im Gradmaß gegeben, gilt

LB = α360◦ UK = α360◦ 2πr
AS = α360◦ AK = α360◦πr2.

15.1.5 Bogenmaß

α s

g

h

M

Bild 15.15: Zwei Strahlen g und hgehen vom Mittelpunkt M eines Krei-ses aus. Grün sind der Kreissektorund der Kreisbogen zu sehen. SieSehne s ist schwarz gestrichelt, dasKreissegment ist der rechts der Seh-ne liegende Teil des Segmentes.

Aus der Längenformel des Kreisbogens ergibt sich das Bogenmaß alsalternative Maßeinheit für Winkel. Dabei wird der Winkel als Länge desBogens des Einheitskreises, das ist der Kreis mit Radius 1, angegeben.Dessen Umfang ist 2π . Dies entspricht dem Bogenmaß des Vollwinkels.Die Einheit wird Radiant genannt und als 1 rad geschrieben. Dann giltfür das Verhältnis von Bogenmaß x und Gradmaß γ eines Winkels dasVerhältnis
x
γ = π180◦ = 2π360◦ .

15.1.6 In die dritte DimensionDie wichtigsten Konzepte in der dreidimensionalen Geometrie sind Kör-per und ihre Lage und Orientierung im Raum. Bei den Körpern selbstinteressieren Oberflächen und Volumina. Es gibt verschiedene Arten vonKörpern, z.B. Würfel, Kugeln, Zylinder und Pyramiden.
A B

CD

E F

GH

a

b

c

Bild 15.16: Ein Quader. Die Recht-ecke ABCD und EFGH sowie
AEHD und BFGC und auch ABFEund DCGH sind jeweils gleich groß.
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Der rechnerisch einfachste Körper ist der Quader . Er ist von sechsRechtecken begrenzt, diejenigen auf gegenüberliegenden Seiten sindjeweils kongruent. Der Flächeninhalt der Oberfläche ist somit die Summeder Flächeninhalte der sechs Rechtecke. Mit den Seitenlängen a, b und
c (wie in Bild 15.16) ergibt sich

AQuader = 2ab+ 2ac + 2bc = 2(ab+ ac + bc),das Volumen ist das Produkt aus einer Grundfläche, also dem Produkt vonzwei der drei Seitenlängen, und der Höhe, also der dritten Seitenlänge:
VQuader = abc .Ein besonderer Quader ist der Würfel, siehe Bild 15.17. Hier sind alle sechsSeiten kongruente Quadrate. Wenn s deren Seitenlänge ist, vereinfachensich die obigen Formeln zu

AWürfel = 6s2 und VWürfel = s3 .

s

Bild 15.17: Ein Würfel mit der Sei-tenlänge s.
Eine Pyramide ist ein dreidimensionaler Körper mit einem Polygon alsGrundfläche und Dreiecken, deren eine Seite jeweils eine Kante des Poly-gons ist, während die anderen Seiten jeweils durch die Verbindungslinienzu einem gemeinsamen Punkt, der Spitze, gebildet werden. Der wichtigsteSpezialfall ergibt sich, wenn das Grundflächenpolygon regelmäßig ist unddie Spitze oberhalb von dessen Mittelpunkt liegt. In diesem Fall sindDreiecke kongruent und die Pyramide wird gerade Pyramide genannt.h

s

Bild 15.18: Eine gerade Pyramide miteiner quadratischen Grundfläche mitder Seitenlänge s und vier gleichenSeiten, mit der Höhe h. Die Spitzeliegt mittig oberhalb des Quadrats.
Das Volumen einer Pyramide ergibt sich aus der Grundfläche AG und derHöhe h als

VPyramide = 13AG h,bei einer Pyramide mit einer quadratischen Grundfläche, siehe Bild 15.18ergibt sich das Volumen dann als VPyramide = 13s2h. Für das Volumender Pyramide mit einem gleichseitigen Dreieck mit Seitenlänge a alsGrundfläche (Bild 15.19) gilt entsprechend VPyramide = √312 a2h.

h

aBild 15.19: Eine gerade Pyramidemit einem gleichseitigen Dreieck alsGrundfläche. Die Seitenlänge desDreiecks ist a und die Höhe der Py-ramide ist h. Die Spitze liegt mittigoberhalb der Grundfläche, so dassdie Seitenflächen der Pyramide kon-gruente gleichschenklige Dreieckesind.

Sind dabei die Seitendreiecke zum Dreieck der Grundfläche kongruent,heißt die Pyramide Tetraeder .Mit einem Kreis statt eines Polygons als Grundfläche entsteht ein Kegel.Liegt die Spitze oberhalb des Kreismittelpunkts, so wird von einem
geraden Kegel gesprochen, andernfalls von einem schiefen Kegel. DieBerechnung lässt sich genauso übertragen, das Volumen eines Kegelsberechnet sich als VKegel = 13πr2h. Wird die Seite aufgeschnitten, entstehtein Kreissektor. Dieser heißt Mantel. Der Kreis hat den Radius s, dieLänge der Schnittlinie. Mit dem Satz des Pythagoras ist s = √r2 + h2.Der Kreisbogen ist gerade der Umfang der kreisförmigen Grundfläche,als 2πr . Damit gilt für den Winkel α des Sektors α360◦ = 2πr2πs = r

s , undweiter
AMKegel = α360◦πs2 = r

sπs
2 = πrs.Die gesamte Oberfläche besteht neben dem Mantel noch aus der Grund-kreisfläche (Boden des Kegels).
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Bild 15.20: Links ein Kegel, in der Mitte ein Zylinder und rechts eine Kugel.
Ein Zylinder hat ebenfalls eine kreisförmige Grundfläche sowie eine dazusenkrecht stehende Seitenfläche, als Mantel bezeichnet. Nach oben wird Der Mantel des Zylinders bildet nachAufschneiden ein Rechteck.der Zylinder von einem zweiten, zum ersten kongruenten und parallelenKreis begrenzt. Die Höhe des Zylinders h ist die Entfernung zwischenden beiden Grundflächen. Das Volumen ist dann

VZylinder = πr2h.Der Flächeninhalt des Mantels ist AMZylinder = 2πrh. Die gesamte Ober-fläche des Zylinders ist
AZylinder = 2πrh+ 2πr2 = 2πr(r + h),da neben dem Mantel noch die beiden Kreisflächen dazu gehören.Analog zum Kreis ist die Kugel gegeben durch einen Mittelpunkt M undeinen Radius r als die Menge aller Punkte X im Raum, für die gilt

|MX |= r.Für das Volumen und den Flächeninhalt der Kugeloberfläche gilt
VKugel = 43πr3,
AKugel = 4πr2.

15.1.7 Darstellende GeometrieIn einer perspektivischen Darstellung eines dreidimensionalen Körperswie z.B. in Bild 15.21 wird ein guter Eindruck des Körpers vermittelt.Dabei werden die Raumpunkte auf eine vor oder hinter dem Körperliegende Ebene (Bildebene) projiziert. Es werden die Zentral- und dieParallelprojektion unterschieden. Für eine Zentralprojektion wird zunächstein Zentralpunkt festgelegt. Jeder Raumpunkt wird dann durch eine Der Zentralpunkt bei der Zentralpro-jektion kann als das beobachtendeAuge gedacht werden.Gerade mit dem Zentralpunkt verbunden. Der projizierte Punkt ist derSchnittpunkt dieser Verbindungsgeraden mit der Bildebene. Der Übergangzur Parallelprojektion erfolgt durch Verschieben des Zentralpunkts inunendliche Ferne, die projizierenden Geraden stehen somit senkrechtauf der Bildebene. Beide Projektionsarten sind geradentreu, d.h. gerade
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Linien im Raum bleiben gerade Linien in der Bildebene. Längen bleibendabei nicht erhalten. Winkel werden nur dann in der wahren Größeabgebildet, wenn sie in einer zur Bildebene parallelen Ebene liegen.Meistens werden drei aufeinan-der senkrecht stehende Projektions-ebenen verwendet, um einen Ge-samteindruck des Körpers zu vermit-teln. Manchmal ist es sinnvoll, so-wohl vor als auch hinter dem Körperliegende Ebenen zu verwenden, umEindeutigkeit herzustellen.

x y

z

Bild 15.21: Ein Körper, dessen Paral-lelprojektionen in Bild 15.22 betrach-tet werden.

Bild 15.22: Orthogonale Parallelprojektionen des Körpers aus Bild 15.21, links die Projektionauf die y− z-Ebene und rechts die Projektion auf die z − x-Ebene. In der Mitte ist dieProjektion auf x − y-Ebene.
Beispiel. Das Bild 15.21 zeigt einen dreidimensionalen Körper. Wiesehen seine Parallelprojektionen aus? Dazu werden die folgendendrei Sichten eingenommen:
. von vorne links, auf die y− z-Ebene, wie links in Bild 15.22,
. von vorne rechts, auf die z − x-Ebene, wie rechts in Bild 15.22,
. von oben auf die x − y-Ebene, wie in der Mitte in Bild 15.22.

15.1.8 Geometrische Transformationen der EbeneEine geometrische Figur kann in ihrer Lage oder ihrer Größe verändertoder auch verformt werden. Eine solche Änderung nennt sich Transforma-
tion. Einige geometrische Transformationen in der Ebene sind beispiels-weise die Translation, Rotation, Spiegelung, Streckung und Skalierung.Komplexere Transformationen können aus diesen aufgebaut werden.

Bild 15.23: Die Richtung (als Pfeildargestellt), in der das obere Recht-eck transformiert wird. Dabei wirdes mit einem Faktor < 1 gestaucht(Mitte) oder mit Faktor > 1 gestreckt(unten).

. Bei der Translation handelt es sich um eine Verschiebung. Dabeiändert sich nur die Lage einer geometrischen Figur. Ihre weiterenEigenschaften bleiben unverändert. Dazu zählen Form und Größe.

. Bei der Rotation handelt es sich um eine Drehung um einen festenPunkt. Dieser Drehpunkt kann innerhalb, aber auch außerhalb derFigur liegen. Bei der Rotation werden die Lage und Ausrichtung derFigur verändert, Form und Größe bleiben unverändert.

. Bei der Spiegelung wird eine Figur an einer Geraden, auch Spiegel-
achse genannt, gespiegelt. Die Form und Grüße der Figur bleibenerhalten, es ändert sich aber ihre Orientierung.

. Bei der Streckung in eine Richtung wird eine Figur in einer festenRichtung um einen Faktor gestreckt (Faktor> 1) oder gestaucht (Faktor
< 1). Dabei verändert sich die Größe der Figur in der gegebenenRichtung. Die Winkel verändern sich im Allgemeinen, die Orientierungder Figur bleibt unverändert, siehe Beispiel in Bild 15.23.

. Bei der gleichmäßigen Streckung in alle Richtungen werden alle Län-gen in der Figur mit einem gemeinsamen Faktor multipliziert unddamit entweder gestreckt (Faktor > 1) oder gestaucht (Faktor < 1).Die Form bleibt dabei gleich. Dies lässt sich durch Hintereinander-ausführung zweier Streckungen in senkrecht zueinander stehendenRichtungen mit gleichem Faktor erreichen.
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Eine Isometrie ist eine geometrische Transformation, bei der die Abständezwischen den Punkten einer Figur beibehalten werden. Dazu gehörendie Translation, die Rotation und die Spiegelung. Streckungen sind keineIsometrien.Zwei Figuren sind ähnlich, wenn alle Verhältnisse ihrer Abstände gleichsind. Die Figuren können aber unterschiedlich groß sein. Das ist eineVerallgemeinerung der ähnlichen Dreiecke aus Bild 15.10. Die Ähnlichkeiterhalten die Translation, Rotation, Spiegelung und die gleichmäßigeStreckung in alle Richtungen. Die Streckung in eine Richtung führt imAllgemeinen zu nicht ähnlichen Figuren.

15.2 Lernziele

Nr Ich kann Aufgabe √

Winkel146 verschiedene Typen von Winkeln erkennen 15.1147 gleiche Winkel beim Schnitt paralleler Geraden erkennen 15.2-b, 15.3, 15.4Dreiecke und Polygone148 verschiedene Typen von Dreiecken identifizieren 15.5, 15.6149 die Formel für die Winkelsumme im Innern eines Polygons angeben und benutzen 15.6150 die Fläche eines Dreiecks berechnen 15.8, 15.11-b151 kongruente Dreiecke anhand der Regeln erkennen 15.9, 15.10152 die Ähnlichkeit zweier Dreiecke erkennen 15.12, 15.13, 15.14153 den Satz des Pythagoras anwenden 15.2-a, 15.15, 15.16,15.17, 15.18, 15.19,15.20Winkel messen154 die Einheit Radiant verstehen 15.22155 Winkel in Grad- und Bogenmaß angeben und umrechnen 15.33, 15.35Kreise156 Fläche und Umfang eines Kreises berechnen und als Formel angeben 15.18, 15.21, 15.22157 die Länge eines Kreisbogens berechnen 15.30158 die Flächen von Kreissektoren oder Kreissegmenten berechnen 15.11-c, 15.22Figuren in der Ebene159 die Formeln für Flächen einfacher ebener Figuren angeben 15.20, 15.23Körper160 die Formeln für Volumina von Zylinder, Pyramide mit quadratischer oder dreieckigerGrundfläche, Kegel und Kugel angeben 15.24, 15.25, 15.26,15.28161 die Formeln für Oberflächen von Zylinder, Kegel und Kugel angeben 15.25, 15.26162 elementare geometrische Körper durch Parallelprojektion skizzieren 15.29Transformationen163 geometrische Transformationen in der Ebene verstehen 15.34-a,b164 Beispiele von isometrischen und affinen Transformationen erkennen 15.32,15.34-c165 das Bild einer ebenen durch geometrische Transformation wie Translation, Rotation,Spiegelung oder Streckung entstandenen Figur ermitteln 15.31
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15.3 Aufgaben

Aufgabe 15.1 (10 Min) Benennen Sie alle in Bild 15.24 gezeigtenWinkel.

α
α = 0◦ α

α = 60◦ α
α = 90◦ α

α = 120◦

α

α = 180◦
α

α = 300◦
α

α = 360◦Bild 15.24: Sieben Winkel zur Aufgabe 15.1

A

B

CD PBild 15.25: Planfigur zur Aufgabe15.2.

Aufgabe 15.2 (15 Min) Die in Bild 15.25 gezeigte Figur hat dieLängen |AD| = 3cm, |DC | = 8cm, |BC | = 5cm und es gilt AD ⊥
DC und BC ⊥ DC . Gesucht ist der Punkt P auf DC , sodass dieSumme der Strecken |AP|+ |PB| minimal wird.a) Lösen Sie die Aufgabe mit Hilfe der Differentialrechnung.b) Finden Sie einen geometrischen Grund für das Ergebnis.

α1

α2
α3

α4

β

Bild 15.26: In Aufgabe 15.3 soll derWinkel β durch die anderen Winkelausgedrückt werden.
Aufgabe 15.3 (5 min) Der Winkel β in Bild 15.26 ist mit Hilfe dervorliegenden Winkel αi auszudrücken.
Aufgabe 15.4 (10 Min) Es sind Aussagen über Winkel gegeben.Kreuzen Sie nur die an, die immer richtig sind.
O Scheitelwinkel addieren sich zu 90◦.
O Nebenwinkel addieren sich zu 180◦.
O Scheitelwinkel sind gleich groß.
O Stufenwinkel sind gleich groß.
O Wechselwinkel an parallelen Geraden unterscheiden sich um 90◦.
O Nebenwinkel unterscheiden sich um 90◦.
O Wechselwinkel an parallelen Geraden sind gleich groß.
O Stufenwinkel addieren sich zu 180◦.

1
2

3
4 5

6
Bild 15.27: Verschiedene Dreiecksty-pen aus Aufgabe 15.5.

Aufgabe 15.5 (5 Min) Es geht um verschiedene Typen von Dreiecken.Welche sind gleichseitig oder gleichschenklig? Welche sind spitz-,stumpf- oder rechtwinklig? Geben Sie zu jedem der sechs in Bild15.27 gezeigten Dreiecke an, um welchen Typ es sich handelt.
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