Paul Wolf - Sophie Kersting - &1
Stefan Friedenberg - Fiona Mahlberg
a

Ingenieurmathematik

Ein Lehrbuch fiir Online- und Présenzlehre mit der
Inverted-Classroom-Methode im ersten Semester

Leseprobe

ZUu

Ingenieurmathematik

von Paul Wolf, Sophie Kersting, Stefan Friedenberg und
Fiona Mahlberg

Print-ISBN: 978-3-446-47616-5
E-Book-ISBN: 978-3-446-47726-1

Weitere Informationen und Bestellungen unter
https://www.hanser-kundencenter.de/fachbuch/artikel /9783446476165
sowie im Buchhandel

© Carl Hanser Verlag, Miinchen


https://www.hanser-kundencenter.de/fachbuch/artikel/9783446476165

Vorwort

B Hinweise fir Lehrende

Bereits vor der Corona-Pandemie hatte die Inverted-Classroom-Methode an Beliebtheit
gewonnen und ist nun mit besonderem Fokus auf die Online-Lehre ein wichtiges Hilfsmit-
tel im Didaktik-Werkzeugkasten geworden. Die Idee ldsst sich wie folgt kurz zusammen-
fassen: Die Vorlesung in Form von reiner Wissensdarstellung wird {iber Videos und weitere
Materialien in das Selbststudium verschoben, wihrend die Aufarbeitung bzw. Bespre-
chung und Vertiefung der einzelnen Themen aktiv und gemeinsam mit den Studierenden
im sogenannten Plenum geschieht. Obgleich die Idee einfach ist, stellt jedoch die konkrete
Umsetzung — insbesondere hinsichtlich des zeitlichen Vorbereitungsaufwandes fiir Leh-
rende - eine deutliche Hiirde dar. Wir haben festgestellt, dass es zwar viele Erlduterungen
und theoretische Betrachtungen der ICM gibt, jedoch verhidltnismaflig wenig direkt nutz-
bare Materialien und konkrete Tipps fiir die Mathematik der Ingenieurstudiengénge.

Im Jahr 2021 haben wir unser erstes Buch zur Ingenieurmathematik mit der Inverted-
Classroom-Methode veroffentlicht ([Wolf21a], ISBN 978-3-446-47133-7), welches den
Fokus auf das zweite Semester gelegt hat. Weiterhin wurden dort auch die Inverted-
Classroom-Methode (ICM) als solche vorgestellt sowie einige Tipps zur technischen Um-
setzung gegeben. In diesem Buch, das als Ergdnzung des ersten gesehen werden darf, wird
es in erster Linie um klassische Inhalte des ersten Semesters gehen (z. B. Mengenbegriff,
komplexe Zahlen und Differentialrechnung in R).

Dieses Buch und die zugehdrigen Materialien richten sich gleichermallen an Lehrende
wie Studierende. Mithilfe dieses Gesamtpaketes an Lehrmaterialien wird die genannte
Hiirde gesenkt und der Einstieg in die Inverted-Classroom-Methode erleichtert. Wir emp-
fehlen Lehrenden, die die ICM zum ersten Mal ausprobieren wollen, mit Studierenden des
zweiten Semesters zu starten, da diese bereits das Lernen an Hochschulen gewohnt sind
und eventuell schon in anderen Fiachern Erfahrungen mit ICM gesammelt haben. Auch
aus diesem Grund haben wir unser erstes Buch dem zweiten Semester gewidmet und er-
ginzen die Materialien nun um die Inhalte fiir das erste Semester. Je nach Studienordnung
kann es natiirlich notwendig sein, Inhalte der beiden Biicher zu tauschen oder zu ergénzen.



Es sei betont, dass die ICM sehr individuell angepasst und ausgefiihrt werden kann bzw.
soll. Sowohl die Umsetzung von ICM als auch die Wahl der Inhalte und deren Vorstellung
héngen stets von den Erfahrungen und Vorlieben der einzelnen Dozentinnen und Dozen-
ten ab.

Wir liefern mit diesem Buch umfangreiche Materialien fiir die Mathematikveranstaltung
der Ingenieurstudiengidnge im ersten Semester. Ein Unterschied zu vielen Lehrbiichern be-
steht darin, dass das Buch wie eine Vorlesungsreihe aufgebaut ist. Der Start einer Vorlesung
wird markiert (z. B. ,Vorlesung 3, ggf. auch mit Hinweisen auf Begleitmaterialien, wie z. B.
Einleitungsprisentationen) und bei einigen Vorlesungen findet sich zu Beginn eine kurze
Anregung fiir eine Wiederholung der wichtigsten Inhalte der vorausgegangenen Vorlesung.
Die Langen der Vorlesungseinheiten orientieren sich an klassischen 90-Minuten Tafel-Vor-
lesungen, daher startet bzw. endet eine Vorlesung realistischerweise nicht unbedingt auch
am Anfang eines Buch-Kapitels. Von groRer Niitzlichkeit fiir die Plenumsveranstaltungen,
welche in der ICM die klassische Vorlesung ersetzen, sind die zahlreichen Verstdndnisauf-
gaben und Quizze, die an passenden Stellen zu finden sind. Die Losungen sind, wie alle
weiteren zusitzlichen Materialien, im Online-Bereich! zu diesem Buch einsehbar. Nach
ungefdhr jeder zweiten Vorlesung werden Prasenzaufgaben gestellt, die wiahrend einer Ple-
numsveranstaltung (ob online oder tatsdchlich im Hérsaal bzw. Seminarraum) bearbeitet
und anschliefend besprochen werden sollten. Die Zeitangaben sind lediglich Richtwerte
und beziehen sich auf die Bearbeitungszeit von Studierenden. Als Erfahrungswerte konnen
sie natiirlich je nach Studiengang und Kohorte unterschiedlich ausfallen. Wir empfehlen,
die Studierenden aufzufordern, dass sie moéglichst zu jedem im Skript vorgestellten Beispiel
noch ein eigenes entwickeln sollen, das dann gemeinsam besprochen bzw. gelést werden
kann. Insgesamt sind dann die Plenumsveranstaltungen didaktisch sinnvoll vorbereitet.
Die zusétzlich bereitgestellten (wochentlichen) Hausaufgaben und deren Losungen run-
den schlieRlich das Paket an Ubungsaufgaben ab und kénnen entweder tatséchlich als
bewertete Hausaufgaben (Vorschlédge fiir Punktvergabe stehen an jeder Aufgabe) oder als
weitere Ubungsmaterialien, wie z. B. fiir Tutorien, eingesetzt werden.

Neben Losungen zu den Verstdndnisfragen sowie den Priasenz- und Hausaufgaben finden
sich weitere Materialien im Online-Bereich zu diesem Buch. Dazu gehoren die entspre-
chenden GeoGebra-Dateien?, Einleitungsfolien, eine Probeklausur und Tabellen. Zudem
bietet der Erstautor Videos an, die er fiir seine Vorlesung (Mathematik fiir E-Technik)
erstellt hat. Die Videos sind dabei bewusst technisch so einfach gehalten, dass eine Nach-
ahmung problemlos moglich ist. Die Losungen zu den Hausaufgaben sind ausschlieBlich
fiir Lehrende gedacht und befinden sich daher im Hanser Dozenten-Bereich®. Einzelne
Grafiken im Buch wurden mit [R] unter Nutzung des Paketes [ggplot2] erzeugt. Auf Nach-
frage kann der entsprechende Code zur Verfiigung gestellt werden.

L https://plus.hanser-fachbuch.de/

Die Dateien wurden mit GeoGebra Classic V5 erstellt. GeoGebra ist kostenfrei sowie leicht zu bedienen und
daher auch bereits zum Studienstart im ersten Semester direkt einsetzbar: https://www.geogebra.org/
https://dozentenportal hanser.de/
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Neben kurzen, motivierenden Einleitungsfolien mit Anmerkungen zu Anwendungsbezii-
gen finden sich an zahlreichen Stellen im Buch - insbesondere innerhalb der Verstdnd-
nisaufgaben - konkrete Anwendungen der E-Technik und des Maschinenbaus. Mitunter
werden evaluierte Anwendungsaufgaben aus [Wolf16] ganz oder teilweise eingebracht.
Aus umfangreichen Studien (wie z.B. [Wolf21a]) ist bekannt, dass Anwendungsaufgaben
insbesondere fiir Studierende interessant sind, die ihr Studium aufgrund von Fachinteres-
se aufgenommen haben. Aber auch fiir diese Studierenden kann es eine doppelte Hiirde
darstellen, wenn neue Inhalte mit eventuell noch unbekanntem oder gerade erst gelern-
ten Fachbeziigen vermischt werden. Aus diesen Griinden, und weil die Materialien fiir
die mathematische Ingenieursausbildung allgemein genutzt werden sollen, sind die An-
wendungsaufgaben bewusst einfach gehalten und enthalten alle notwendigen Formeln
(wie z.B. U = RI), sodass zwar der Bezug zu den Ingenieurwissenschaften klar wird, je-
doch der Fokus auf den mathematischen Inhalten bleibt. Grundsétzlich sei (mit Verweis
auf [Wolf17]) betont, dass die curriculare und insbesondere zeitliche Abstimmung der
Mathematik- und der Fachveranstaltungen essenziell ist, wenn die Relevanz der gelehr-
ten Inhalte sowie die Verzahnung der Fécher deutlich gemacht werden soll. Aus diesem
Grund werden manchmal Inhalte in diesem Buch bereits frither angesprochen, bevor
sie mit angebrachter Ausfiihrlichkeit hergeleitet werden kénnen. So wird das Lésen von
kleinen linearen Gleichungssystemen und die Berechnung von einfachen Determinanten
schon friith im ersten Semester in der Statik benétigt, konnte aber ohne einen Vorgriff nicht
rechtzeitig in der Mathematikveranstaltung behandelt werden. Hier weicht das Buch an
manchen Stellen von einem ,typischen“ Aufbau ganz bewusst ab. Eine Optimierung an
die Studienordnungen aller Hochschulen kann natiirlich nicht geleistet werden. Wie wohl
es in jeder Mathematikveranstaltung des ersten Semesters immer schwer ist, das Vorwis-
sen der Studierenden richtig einzuschitzen und mit einer teils groBen Heterogenitét der
Vorkenntnisse umzugehen. In diesem Buch versuchen wir, eine Balance dazwischen zu
finden, welche Konzepte (zumindest kurz) erkldrt werden sollten und welche als Schul-
inhalte vorausgesetzt werden miissen. Dies kann natiirlich auch von Dozentinnen und
Dozenten an die jeweiligen Studierenden angepasst werden.

Uns ist bewusst, dass nicht alle Dozentinnen und Dozenten Beweise in den Mathematik-
veranstaltungen fiir Ingenieurstudierende behandeln. Wir selbst halten diese fiir wichtige
Elemente der mathematischen Ausbildung, die das abstrakte Denkvermogen schulen so-
wie neue Ideen und Herangehensweisen vermitteln sollen. Fiir uns ist die Mathematik
auch fiir sich als eigene Disziplin innerhalb einer Service-Veranstaltung vermittelbar, ohne
die Studierenden zu iiberfordern. Daher finden sich in diesem Buch an einigen Stellen
auch Beweise, wobei wir auf zu technische Herleitungen weitestgehend verzichtet haben.
Bei Bedarf konnen die Beweise tibersprungen oder entsprechend ersetzt werden.

Wir nutzen die im englischsprachigen Raum sowie in der Programmierung iiblichen Dezi-
maltrennzeichen, d. h. 1,25 wird als 1.25 notiert. Auf Tausendertrennzeichen kénnen wir in
diesem Buch verzichten, sodass keine Verwechslungsgefahr besteht.

Die Materialien wurden nach bestem Wissen und Gewissen erstellt, konnen aber natiirlich
dennoch kleinere Fehler enthalten.
Uber Hinweise freuen wir uns!



Vil Vorwort

B Studien- und Lerntipps flir Studierende

Dieses Buch und dessen Begleitmaterialien® eignen sich auch zum Selbststudium. Sie
entfalten ihren vollen Nutzen jedoch am besten im Rahmen einer entsprechenden Veran-
staltung.

Der Ubergang von der Schule oder dem Arbeitsleben an die Hochschule kann mitunter
schwerfallen. Daher méchten wir im Folgenden einige grundlegende Tipps zum Lernen
von Mathematik an Hochschulen geben, da insbesondere in den ersten Semestern von
den Studienanfidngerinnen und Studienanfidngern grofe Hiirden zu nehmen sind. Dies
betrifft tatsdchlich nicht nur Studierende, deren Mathematikkenntnisse Liicken aufwei-
sen, sondern auch diejenigen, denen das Lernen an der Schule besonders leicht gefallen
ist. Bitte lassen Sie sich nicht davon tduschen, wenn die Inhalte zu Beginn des Studiums
noch vermeintlich einfach erscheinen. Es kommt héufig schnell der Punkt, an dem dies
schlagartig wechselt und wenn man diesen verpasst, so wird es schwer, wieder aufzuholen.
Die Themen der Mathematik bauen bekanntlich teils stark aufeinander auf.

Speziell im Inverted-Classroom-Setting ist es wichtig, dass Sie die Videos und sonstigen
Materialien rechtzeitig vor der ndchsten Vorlesung (Plenumstreffen) gesehen haben. Hier
geniigt es nicht, die Videos nebenbei beim Kochen, in doppelter Geschwindigkeit oder gar
parallel zu anderen Videos laufen zu lassen. Dies ist in etwa so zielfiihrend, wie sich das
Skript unter das Kopfkissen zu legen. Wenn Sie nach dem Schauen des Videos keine Fra-
gen notiert haben und sich nicht mit den Verstdndnisfragen aktiv beschéftigt haben, dann
kénnen Sie davon ausgehen, dass Ihre Vorbereitung nicht ausreicht, um etwas aus dem
folgenden Plenumstreffen mitzunehmen. Das war dann leider vollige Zeitverschwendung.
Also nutzen Sie Thre Zeit effektiv: Entfernen Sie alles, was Sie ablenkt (Smartphone am
besten abschalten oder in einen anderen Raum legen!) und legen Sie einen Zeitraum fest,
der ausschlieflich zum Lernen gedacht ist. Eine bekannte Zeitmanagement-Methode, die
Sie im Internet finden kénnen, ist die Pomodoro-Technik. Dies wird nicht nur Ihr Studium
effizienter und angenehmer gestalten, sondern Ihnen auch mehr Freizeit schenken, die
Sie sonst entweder durch unnotige Zeitverschwendung verlieren wiirden oder aufgrund
schlechten Gewissens nicht genielen kénnten.

Wir mochten auf etwas hinweisen, was den wenigsten Studierenden (und mitunter auch
Lehrenden) bekannt sein diirfte. Studierende sind von der Schule eine gidnzlich andere Art
des Lesens gewohnt, als es bei Expertinnen und Experten der Fall ist, wie in Eye-Tracking-
Studien festgestellt wurde (vgl. [Pansel6], [Wolf20]). In der Schule wurde héufig das lineare
Lesen trainiert und man soll (z. B. im Englischunterricht) einzelne unbekannte Worter aus
dem Kontext heraus verstehen. Dieses Verhalten ist gédnzlich ungeeignet fiir wissenschaftli-
che und insbesondere mathematiklastige Texte. Expertinnen und Experten springen stan-
dig mit ihrem Blick im Text zwischen Formeln und bereits Gelesenem hin und her, um so
die neuen Inhalte mit dem bekannten Wissen zu verkniipfen.

4 https://plus.hanser-fachbuch.de/
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Diese Umstellung benétigt Zeit und Ubung, daher méchten wir Sie hier dafiir sensibilisie-
ren. Betrachten wir dazu ein einfaches Beispiel:

»Eine natiirliche Zahl n ist gerade genau dann, wenn 3k eN: n=2k.“

Wenn Sie innerhalb eines Kapitels diesen Satz lesen, wie einen Abschnitt aus einer Tages-
zeitung, so werden Sie wenig bis gar nichts aufnehmen (aufler, Sie haben den Inhalt, um
den es geht, bereits frither schon kennengelernt). In mathematischen und wissenschaft-
lichen Texten werden viele abstrakte Informationen sehr prazise und stark komprimiert
gegeben. Es werden zudem ggf. Thnen noch unbekannte Symbole verwendet, deren Be-
deutung sich nicht aus dem Kontext erschlieffen ldsst. Wenn Sie in diesem Beispiel nicht
wissen, was die Symbole 3, € und N bedeuten, so haben Sie kaum eine Chance, den Inhalt
zu begreifen. Mathematik ist die Sprache der Naturwissenschaften und beim Erlernen von
einer Sprache gehort es dazu, die Symbole und die Grammatik zu verinnerlichen, sonst
kann man kaum etwas verstehen und erst recht nicht sich selbst ausdriicken. In diesem
Sinne ist es also wichtig, dass Sie sich selbst beim Lesen bremsen. Wir unterstiitzen Sie in
diesem Buch darin, indem wir die Texte stdndig durch kleine Verstédndnisfragen unterbre-
chen und Sie auffordern, das gerade Besprochene entweder an Beispielen anzuwenden
oder sich gezielt weitere Gedanken dazu zu machen. Abseits dessen empfehlen wir grund-
sétzlich, dass Sie jedes Beispiel nach dem Lesen einmal zudecken und versuchen, es selbst
zu rechnen. Sie werden feststellen, dass dieses Vorgehen Thr Verstdndnis und Ihre Rechen-
fahigkeiten ungemein stdrken wird und dass Sie ganz nebenbei sich damit wunderbar
auf Hausaufgaben und letztlich die Klausur vorbereiten. Mathematik macht dann Freude
und ist motivierend, wenn man die Inhalte versteht, sie anwenden kann und den eigenen
Kompetenzzuwachs bemerkt.

Studierende fragen sich hiufig, warum die Definitionen und Aussagen der Mathematik so
»merkwiirdig“ aufgeschrieben daherkommen. Dies liegt an der hohen Prizision, die not-
wendig ist, wenn man exakt arbeiten will. Betrachten wir dazu ein Beispiel. Angenommen,
wir wollen eindeutig definieren, was ein Rechteck ist. Man kénnte sagen, dass ein Recht-
eck aus vier Punkten besteht, die mit Linien verbunden sind. Jetzt konnten aber diese vier
Punkte auch auf einer Gerade liegen, was dann eben kein Rechteck ergeben wiirde. Nun
korrigieren wir die Definition und fordern, dass nur jeweils zwei Punkte auf einer Gerade
liegen diirfen. Jetzt konnten wir aber die Punkte wieder so ungliicklich miteinander verbin-
den, dass alles Mogliche aufler einem Rechteck dabei heraus kommt. In einem nichsten
Schritt konnten wir z. B. die Winkel zwischen den Geraden einschranken, um diese unzu-
reichende Definition zu verbessern. Das mag jetzt vielleicht etwas kiinstlich wirken, aber
umso komplizierter die Inhalte werden, desto notwendiger ist es, absolut prazise und ein-
deutig zu definieren. Diese Prézision ist einer der entscheidenden Vorteile der Mathematik
als Sprache der Natur- und Ingenieurwissenschaften. Ubrigens ist dieser Prozess, den wir
am Rechteck simuliert haben, ein vollig natiirlicher in der Geschichte gewesen. Selten
war eine Definition vom ersten Tage an perfekt und auch bei heutiger Forschung gibt es
standig Anpassungen. Grundsétzlich ist eine Definition auch nicht ,,wahr“ oder ,falsch®,
sondern im besten Fall niitzlich und im schlechtesten Fall unpréizise bzw. uneindeutig.
Letztlich miissen Definitionen gewissermalien auswendig gelernt werden, da es auf jedes
Detail ankommt. Allerdings sorgen der hiufige Umgang und die Recheniibungen dafiir,



dass das Auswendiglernen meist nebenher geschieht. Mit ein wenig mehr Erfahrung in der
Hochschulmathematik kann man auch Muster in den Definitionen erkennen, sodass man
sie sich zumindest in Grundziigen wieder herleiten kann, wenn man zuvor Verstandnis fiir
den Sinn und Zweck der jeweiligen Definition erlangen konnte. Wir empfehlen dennoch,
sich eine Art Vokabelliste von Symbolen, Definitionen und Sitzen anzufertigen.

Den Umgang mit Definitionen erlernen Sie am besten, wenn Sie diese auf Beispiele an-
wenden und sich Nicht-Beispiele tiberlegen. Bleiben wir bei den geraden Zahlen: Warum
ist laut Definition beispielsweise die natiirliche Zahl n = 14 gerade? Das liegt daran, weil
wir eine natiirliche Zahl k = 7 angeben kénnen, sodass tatsdchlich n = 2k, also 14 = 2-7 gilt.
Ein Nicht-Beispiel wire nun die Zahl n = 3, zu der wir eben keine natiirliche Zahl k finden
konnen, sodass 3 = 2k ist (denn k = % wiirde zwar die Gleichung erfiillen, ist jedoch keine
natiirliche Zahl). Durch das Ausdenken eigener Beispiele und Nicht-Beispiele werden Sie
Thr Verstdndnis deutlich verbessern, da Sie nun aktiv mit den Inhalten arbeiten, anstatt sie
lediglich passiv an sich vorbeifliegen zu lassen. Wie Sie eventuell gerade bemerkt haben,
miissen Sie die Symbole und Fachbegriffe kennen, um {iberhaupt Beispiele entwickeln
zu konnen. Sie entdecken dabei also ganz selbststdndig Thre eigenen Wissens- und Ver-
standnisliicken und konnen diese mit Hilfe von Biichern, Internet, Kommilitoninnen und
Kommilitonen sowie Lehrenden schlief3en.

Nach Definitionen folgen in der Mathematik {iblicherweise mathematische Sitze (Theo-
reme), die Eigenschaften der zuvor definierten Objekte untersuchen. So kénnten wir bei-
spielsweise feststellen, dass das Produkt zweier gerader Zahlen wieder gerade ist. Haufig
bieten wir dazu auch einen Beweis an, der zeigt, weshalb die Behauptung tatséchlich
stimmt. Zum Erlernen empfehlen wir, auch hier wieder eigene Beispiele zum Theorem zu
uberlegen. So ist 4-6 = 24 ein Beispiel zu der Aussage, dass ,gerade mal gerade“ wieder
eine gerade Zahl ergibt. Den Beweis sollten Sie nachvollziehen, denn er liefert die Griinde,
warum Aussagen gelten und schérft unser Verstdndnis fiir die Zusammenhénge. Solch
tiefes Verstdandnis versetzt Sie in die Lage, bekanntes Wissen auf neue Inhalte anzuwenden
und neue Ideen zu entwickeln, was ja letztlich die Aufgabe von Ingenieurinnen und Inge-
nieuren ist.

Es gibt je nach Schulbildung groRe Liicken zwischen dem Vorwissen und dem im Studium
verlangten Grundwissen (Bruchrechnung und der Umgang mit Gleichungen sind hier nur
zwei Beispiele). Daher raten wir Ihnen, eventuell angebotene Vorkurse und Briickenkurse
zu nutzen, Tutorien und Vorlesungen zu besuchen und die (Haus-)Aufgaben zun&chst
selbststdndig zu 16sen und erst dann ggf. in einer Lerngruppe zu besprechen. Wir bemer-
ken leider hdufiger, dass es in Lerngruppen eine Person gibt, die bereits viel verstanden
hat, die Aufgaben schnell 16st und die anderen dann mehr oder weniger mitzieht. Achten
Sie in Lerngruppen daher darauf, dass man sich tatséchlich nur unterstiitzt und nicht die
Arbeit und damit das Verstdndnis den anderen vorenthalt.

Wir nutzen die im englischsprachigen Raum sowie in der Programmierung iiblichen Dezi-
maltrennzeichen, d. h. 1,25 wird als 1.25 notiert. Auf Tausendertrennzeichen kénnen wir in
diesem Buch verzichten, sodass keine Verwechslungsgefahr besteht.
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Einige fundamentale
Grundlagen

@ Vorlesung 1 + Folien (Organisatorisches)
]

Die Mathematik ist die Sprache der Natur- und Ingenieurwissenschaften, denn technische
und physikalische Phanomene lassen sich nur mit ihr effizient und universal versténdlich
beschreiben bzw. modellieren. So konnen Wellen und Schwingungen sowie der Zerfalls-
prozess einer radioaktiven Substanz oder die Gesetze des Elektromagnetismus mittels ma-
thematischer Gleichungen beschrieben werden. Diese Beispiele machen es deutlich, dass
die Mathematik unverzichtbar ist fiir Ingenieurinnen und Ingenieure. Ohne die notwen-
digen Mathematikkenntnisse wiirde es Thnen kaum maglich sein, den Fachvorlesungen
Thres Studiengangs, wie z. B. Technische Mechanik oder Regelungstechnik, zu folgen und
Inhalte nachhaltig verstehen zu kénnen. Selbst, wenn Computer einen Grof3teil der ma-
thematischen Arbeit fiir Sie spéter erledigen werden, so benétigen Sie dennoch ein solides
mathematisches Hintergrundwissen, um Ergebnisse verifizieren sowie Fehler identifizie-
ren und beheben zu kénnen.

Wir behandeln in diesem Kapitel in aller Kiirze die wichtigsten Grundlagen, die Sie im wei-
teren Verlauf des Semesters benétigen. Viele der Inhalte wurden iiblicherweise bereits in
der Schule und/oder im Mathematik-Vorkurs ausfiihrlich geiibt, weshalb dieses Kapitel an
manchen Stellen recht knapp gehalten ist.

B 1.1 Zahlbereiche, Rechengesetze,
binomische Formeln

Die Zahlenrdume bzw. Zahlbereiche haben sich im Laufe der Menschheitsgeschichte ent-
wickelt. So werden negative Zahlen benotigt, um Schulden darstellen zu konnen, und Brii-
che ermoglichen den Umgang mit Anteilen. Bereits in der Antike war ausgehend von geo-
metrischen Betrachtungen (Dreieck, Kreis) bekannt, dass es Zahlen gibt, die sich nicht
durch einen Bruch darstellen lassen, wie z.B. die Kreiszahl n oder die Lédnge der Hypo-
tenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit Kathetenléingen a = b = 1 (was zu ¢ = v/2 fiihrt).
Als Symbole nutzen wir heute:
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= N={1,2,3,4,...} fiir die natiirlichen Zahlen, bzw. inkl. der Null: Ny = {0,1,2,...}
= Z={0,%1,+2,+3,.. .} fiir die ganzen Zahlen. Es ist Z>¢ = Nj.

* Q= {2 | n€Z, meN}fiir die rationalen Zahlen (Briiche).

= [ fiir die nicht als Bruch darstellbaren, also irrationalen, Zahlen (\/E, ,e,.. )

= R fiir die reellen Zahlen, welche lediglich alle vorhergehenden vereinen.

Einige Beispiele finden sich in Bild 1.1. Die komplexen Zahlen C, welche u. a. das Wurzel-
ziehen aus negativen Zahlen méglich machen, erweitern den Raum der reellen Zahlen.
Dies thematisieren wir in einem spéateren Kapitel ausfiihrlich.

Mit dem Symbol € kénnen wir mitteilen, in welchem Zahlenraum sich ein Objekt befindet
bzw. aus welcher Menge es stammen soll. Fordern wir beispielsweise, dass x € N (,,x sei Ele-
ment der natiirlichen Zahlen), so darf x nur eine nattirliche Zahl sein, wie z. B. die Anzahl
an Studierenden in einer Veranstaltung. Mit ¢ kann das Gegenteil ausgedriickt werden, so
gilt beispielsweise 1 ¢ N (,,Pi ist kein Element der natiirlichen Zahlen®).

R

e~2.718...

1

2| n=3.14159...
~V2x=-1414...

Bild 1.1 Visualisierung der Zahlbereiche Ny bis R

Versténdnisfrage 1
Wahlen Sie zwei natirliche Zahlen a, b so, dass alle folgenden Forderungen gleich-
zeitig erflllt werden:

= a—be Z, aber gleichzeitig ¢ Ng
= 2 €Q, aber gleichzeitig ¢ Z
= vVa-bel

1.1.1 Grundlegende Rechengesetze

Sind a, b, c € R, so gelten die bekannten Gesetze:

= Assoziativgesetz: (a+ b) + ¢ = a+ (b + ¢), analog mit - statt +
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= Kommutativgesetz: a + b = b + a, analog mit - statt +
= Distributivgesetz: a- (b+c)=a-b+a-c
Das Wort ,analog” wird in der Mathematik gerne als Synonym fiir ,genauso“ oder ,auf

dhnliche Weise“ verwendet. Im Falle des Kommutativgesetzes soll es hier ausdriicken, dass
das Gesetz genauso auch fiir die Multiplikation gilt (also a-b=b- a).

Die Gesetze konnen natiirlich auch bei komplexeren Ausdriicken genutzt werden. So ken-
nen Sie aus der Schule das Ausmultiplizieren von zwei Klammern (,,Jedes mit jedem*):

(x+y)b+c)=(x+b+(x+y)c=xb+yb+xc+yc
Hier wurde das Distributivgesetz also zweimal nacheinander angewendet.
Auch an die Vorzeichenregeln bei der Multiplikation wollen wir uns erinnern (vgl. Tab. 1.1).

Diese ist so zu verstehen, dass beispielsweise das Produkt zweier negativer Zahlen wieder
positivist: (=3) - (—4) = 12.

-]
+ + -
- -+

Tabelle 1.1 Vorzeichentabelle zur Multiplikation in R

Beispiel:
Beim Distributivgesetz unterscheidet man iiblicherweise zwischen ausmultiplizieren

(x=3Y)(=x—-22)=(x-3y)- (—x)+(x-3y)-(-22)
=—x? +3xy—2xz+6yz
und ausklammern

3x2—6xy+5(x—2y) =3x(x-2y)+5(x-2y)=(x—-2y)(3x+5) A

Es ist allgemein {iiblich, auf das Produktzeichen zu verzichten (a-b = ab). Wir werden es
daher nur verwenden, wenn wir die Multiplikation hervorheben oder eventuelle Missver-
stdndnisse vermeiden wollen.

Versténdnisfrage 2
In einem Skript zu Grundlagen der Elektrotechnik (Thema Spannungsteiler) findet
man folgende Termumformung (Teilspannung U, Strom /, Widerstande R4, R»):

u B
(I+R—2)R1 +U_U(R2 +1)+IR1

Uberfiihren Sie die linke in die rechte Seite und geben Sie bei jeder Umformung an,
welches der Gesetze (Assoz., Komm., Distr.) Sie verwendet haben.
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1.1.2 Binomische Formeln

Aus der Schule sind die drei binomischen Formeln bekannt. Fiir a, b € R gilt:

1. (a+b)2 =a?+2ab + b?
2.(a-b)?=d*>-2ab+?
3.(a+b)(a-b) = a®-b?

Diese lassen sich direkt aus den vorher besprochenen Rechenregeln herleiten. Die zweite
Formel weisen wir wie folgt nach:

Distr.

(a-b)?=(a-b)a-Db) az—ab—ba+b2K°I§m'a2—2ab+b2

Yersténdnisfrage 3
Uberprifen Sie auf gleiche Weise die beiden Gbrigen binomischen Formeln.

Héufig verwendet man die Formeln zur Vereinfachung von Ausdriicken:
x?+8x+16 = (x +4)?

Man kann die binomischen Formeln auch dann gewinnbringend nutzen, wenn der b?-An-
teil nicht passt. Dazu addiert man zunichst das, was man brduchte, um die Formel an-
wenden zu kdnnen und korrigiert durch Subtraktion so nach, dass schliefllich kein Fehler
gemacht wird. In der Mathematik nennt man dieses Vorgehen , eine geschickte Null addie-
ren”, was ein sehr beliebter Trick in vielen unterschiedlichen Situationen ist:

=0
2 2 — 2 2
X“+8x+15=x"+8x+(16—-16)+15=(x"+8x+16)—16+15=(x+4)" -1

Versténdnisfrage 4

Nutzen Sie den gerade beschriebenen Trick und wenden Sie die zweite binomische
Formel auf x2 — 6x +4 an. Tipp: Was miisste statt der 4 dort stehen, damit die Formel
sofort angewendet werden kénnte?

Sollten Sie (iber die Ubungs- bzw. Hausaufgaben hinaus, die in dieser Veranstaltung
angeboten werden, noch weiteren Bedarf an Aufgaben haben, so finden Sie zu allen
Themen viele Ubungen mit Lésungen im Internet. Geben Sie z. B. ,binomische For-
meln Aufgaben mit Ldsungen® in die Suchmaschine Ihrer Wahl ein.
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B 1.2 Grundlagen der Mengenilehre
und der Logik

Fiir unsere Betrachtungen geniigt es, wenn wir eine Menge als eine Zusammenfassung von
einzelnen unterscheidbaren Elementen ansehen. Dieser Mengenbegriff geht auf Georg
Cantor im Jahre 1895 zuriick. Er fiihrt bei Spezialfillen zu Widerspriichen', allerdings sind
diese fiir das Studium der Ingenieurwissenschaften nicht von Bedeutung. Daher soll uns
die naive Beschreibung gentigen.

Die Menge Korb enthalte einen Apfel, eine Birne und einen Chicorée:

Korb = {Apfel, Birne, Chicorée}

Korb ist also eine endliche Menge mit Méchtigkeit (Kardinalitit) 3, da drei (unterschied-
liche) Elemente enthalten sind, kurz: card(Korb) = 3 oder |Korb| = 3. Wir kdnnen also
beispielsweise Apfel € Korb (,Apfel“ ist Element der Menge ,Korb“) oder Kartoffel ¢ Korb
(,Kartoffel“ ist kein Element der Menge ,Korb“) schreiben. Wir einigen uns darauf, dass
wir identische Elemente stets nur einmal nennen (also nicht {2,2,5,5,5,7}, sondern nur
{2,5,7}). Falls eine Ordnung existiert, geben wir die Elemente auch moglichst aufsteigend
sortiert an. Die leere Menge @ (oder {}) enthélt keine Elemente und ist die einzige Menge
mit Méchtigkeit 0.

Es gibt grundsitzlich zwei Mdglichkeiten, Mengen zu notieren: die aufzihlende und die
beschreibende Darstellung. In der aufzihlenden Darstellung werden die Elemente alle
hintereinander aufgeschrieben. Hierbei ist zu beachten, dass die Reihenfolge zwar an sich
keine Rolle spielt, allerdings ist es iiblich, eine eventuell existierende Ordnung zu nutzen
(z.B. aufsteigend sortiert). Weiterhin sollten keine Elemente doppelt aufgezdhlt werden.

Beispiel:
{3) _9y 3) 3r ]-) 1} = {3) —9, ]-} = {]-) 3’ _9} = {_9) ]-v 3}

Hier wiirde man die aufsteigend sortierte Darstellung (rechts) préferieren. A

Oft ist es nicht sinnvoll oder gar moglich, alle Elemente konkret aufzuschreiben (z. B. bei
unendlichen Mengen), dann verwendet man die beschreibende Darstellung. In Bild 1.2
wird der Aufbau zusammengefasst.

Welche Eigenschaften
Was betrachte ich? sollen erfiillt sein?

{xeN | x=3}

Bild 1.2 Aufbau einer Menge in beschreibender Darstellung

1 Die moderne Mengenlehre ist im Gegensatz zur naiven Mengenlehre immun gegen solche Spezialfille wie

z.B. die Russelsche Antinomie (,Menge aller Mengen, die sich nicht selbst enthalten®).
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Beispiel:
{xeN|x=3}

Dies liest man wie folgt: ,(Dies ist) die Menge aller x aus den natiirlichen Zahlen mit der
Eigenschaft x = 3“. Kurz gesagt besteht die Menge also einfach aus den natiirlichen Zahlen,
die groBer oder gleich 3 sind (kurz N>3). Statt des senkrechten Strichs verwenden manche
auch einen Doppelpunkt, die Bedeutung bleibt aber identisch. A

Insbesondere in Lehrveranstaltungen ist es nicht uniiblich, dass man durch eine , Piinkt-
chenschreibweise” von der beschreibenden zu einer symbolisch aufzdhlenden Schreib-
weise libergeht, um die Struktur verstdndlicher zu machen.

Beispiel:
{xeN|x=3}=1{3,4,5,6,...} A

Die Logik (logos: das Wort) ist die seit der Antike bekannte Lehre vom richtigen Denken
und Schlussfolgern. Zwischen der Mengenlehre und der Aussagenlogik besteht eine starke
Verbindung, die wir uns nun bewusst machen wollen, da wir dadurch in die Lage versetzt
werden, Probleme aus zwei Blickrichtungen zu sehen und 16sen zu kénnen. Eine Aussage
ist fiir uns ein Satz bzw. Ausdruck, dem man einen Wahrheitswert (wahr oder falsch) zuord-
nen kann. Damit es sich um eine Aussage im Sinne der Logik handelt, ist es unerheblich,
ob der Wahrheitswert tatsdachlich bekannt ist oder nicht.

Beispiele:
= ,Aliens essen gerne Katzen“ kann wahr bzw. falsch sein, also ist dies eine Aussage.
= ,Auf dem Mond regnet es“ ist ebenfalls eine Aussage.

= ,Herzlichen Gliickwunsch!“ ist keine Aussage, da man keinen Wahrheitswert zuordnen
kann (analog: ,Bis bald!“ oder , Lauf weg!“).

= 2x% + 3y — z ist keine Aussage, sondern nur ein Term.

= meNund x =5 sind Aussagen (erste falsch, zweite kontextabhingig). A

Verstandnisfrage 5

An der Ampel schreit jemand ,Grin!“. Ist dies eine Aussage?
Der Vater sagt ,Rdum dein Zimmer aufl“. Ist das eine Aussage?
,Dieser Satz ist falsch!“. Ist das eine Aussage?

Warum ist x =5 eine Aussage, aber x — 5 nicht?
]

Im Alltag und in der Wissenschaft werden stdndig Aussagen verbunden. Wir wollen uns die
wichtigsten Verkniipfungen nun néher ansehen und zeigen gleichzeitig die Verbindungen
zur Mengenlehre auf.
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1.2.1 Logische Verkniipfungen und ihre mengentheoretischen
Pendants

Konjunktion und Schnitt

Die Konjunktion ist die Und-Verkniipfung von zwei Aussagen: A A B.
Sind A = ,Ich schwimme gerne“ und B = ,Ich bin Student®, so ergibt also

AN B = ,Ich schwimme gerne und ich bin Student.”

Die Konjunktion ist nur wahr, wenn beide Einzelaussagen wahr sind.

In der Mengenlehre wird die Und-Verkniipfung zum sogenannten Schnitt:
MnNN={x|xe MAx€e N}

Lies: , M geschnitten N ist die Menge aller x mit der Eigenschaft, dass es Element von M
und Element von N ist.“

Mit Blick zur Aussagenlogik sind hier x € M und x € N die beiden Aussagen, die miteinan-
der verkniipft werden. Das Ergebnis der Konjunktion ist dann die Aussage x€ M N N.

In unserem Alltagsbeispiel konnten wir also M als die Menge aller Personen festlegen, die
gerne schwimmen, und N als die Menge aller Studierenden. Im Schnitt sind somit nur
Studierende, die gerne schwimmen (also in M und N enthalten sind).

Ein Venn-Diagramm kann helfen, die Situation zu visualisieren. Ein Kreis steht hierbei je-
weils fiir eine Menge. In Bild 1.3 wird die Schnittmenge hervorgehoben. Diese Diagramme
sind besonders bei komplizierteren Verkniipfungen sehr praktisch.

M N

Bild 1.3 Venn-Diagramm zum Schnitt von zwei Mengen

Beispiel:

Sind M ={-5,3,7,9}und N = {-2,0,3,9}, soist MNN = {3,9}. Der Schnitt enthélt also genau
die Elemente, die in beiden Mengen enthalten sind. Er kann natiirlich auch leer oder von
unendlicher Machtigkeit sein. A

Versténdnisfrage 6

Geben Sie ein Beispiel an, bei dem der Schnitt von zwei Mengen eine der beiden
Mengen ist, also z. B. Mn N = N. Skizzieren Sie auch ein passendes Venn-Diagramm
zur Situation. Uberlegen Sie sich zudem zwei Aussagen (méglichst Alltagsbeispiele),
deren Konjunktion entsprechend eine der beiden Aussagen ergibt.
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Disjunktion und Vereinigung

Die Disjunktion ist die Oder-Verkniipfung von zwei Aussagen: AV B.
In unserem Beispiel von oben ergibt sich somit

Av B = ,Ich schwimme gerne oder ich bin Student.“

Die Disjunktion ist wahr, wenn mindestens eine Aussage wahr ist. Man verwechsle sie
nicht mit einer Entweder-Oder-Aussage, die in der Alltagssprache nicht immer von einer
Oder-Aussage klar unterschieden wird.

In der Mengenlehre ist das Pendant zur Disjunktion die sogenannte Vereinigung:
MUN={x|xeMVxeN}

Lies: ,, M vereinigt mit N ist die Menge aller x mit der Eigenschaft, dass x ein Element von
M oder ein Element von N ist.“

MUN
M N

Bild 1.4 Venn-Diagramm zur Vereinigung von zwei Mengen

Beispiel:
Wie bereits erwdhnt, zdhlen wir keine Elemente doppelt auf, daher ist:

{_5y 3) 7) 9} U {_2) 0) 3) 9} = {_57 _27 Or 3y 7) 9}

Die Vereinigung von zwei Mengen enthélt also samtliche Elemente beider Mengen. A

Verstandnisfrage 7

Geben Sie ein Beispiel an, bei dem die Vereinigung von zwei Mengen eine der beiden
Mengen ist, also z. B. MuN = M. Skizzieren Sie auch ein passendes Venn-Diagramm
zur Situation. Uberlegen Sie sich zudem zwei Aussagen (médglichst Alltagsbeispiele),
deren Disjunktion entsprechend eine der beiden Aussagen ergibt.

Negation, Komplement und Differenz

Die Negation tiberfiihrt die Aussage ins Gegenteil: = A (lies: ,Non/nicht A“).

Die Negation von A =,Ich schwimme gerne“ ist 7 A =, Es gilt nicht, dass ich gerne schwim-
me*“ oder kurz ,, Ich schwimme nicht gerne*.

Die negierte Aussage ist genau dann wahr, wenn die urspriingliche Aussage falsch ist. Je
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nach Kontext kann es einfacher sein, eine Aussage zu validieren oder die negierte Aussage
zu widerlegen (spéter mehr dazu).

In der Sprache der Mengenlehre schreiben wir M (lies: ,M quer) fiir das Komplement.
Damit ist alles auller M gemeint (beziiglich der Obermenge / dem Universum, aus der M
stammt, vgl. Bild 1.5.).

M={x|~(xe M)}=1{x|x¢ M}

M

Bild 1.5 Venn-Diagramm zum Komplement einer Menge

Beispiel:

Um das Komplement einer Menge angeben zu kénnen, muss man wissen, was ihre Ober-
menge ist. Mit Bezug auf unsere Obermenge Korb = {Apfel, Birne, Chicorée} wére das
Komplement der Menge {Apfel, Chicorée} die einelementige Menge {Birne}. A

Sehen wir {-5,3,7,9} als einen Ausschnitt aus den ganzen Zahlen an, so wiren alle ganzen
Zahlen aufer {—5,3,7,9} ihr Komplement. Wir erkennen daran, dass es praktisch wére, die
Differenz von Mengen bilden zu kénnen: M\ N (lies: ,M ohne N“), vgl. Bild 1.6.

M\N={x|xe MAx¢gN}

M N

Bild 1.6 Venn-Diagramm zur Differenz von zwei Mengen

Beispiele:

{1,2,3,4,5}\{1,3,5} = {2,4}.

{3,41\{1,3,9} = {4}.

{3,41\{1,3,4,9} = @.

Und mit Bezug auf unser letztes Beispiel zum Komplement: {-5,3,7,9} = Z\{-5,3,7,9}. A
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Versténdnisfrage 8

Wie kann man ein ausschlieBendes Oder (Entweder-Oder) mit den gegebenen Sym-
bolen in Logikschreibweise und in Mengenschreibweise ausdriicken?

Wie kann man es als Venn-Diagramm an zwei Mengen visualisieren?

Quiz - Vorlesung 1
1. Womit I&sst sich folgende Aussage darstellen? ,Ich bin 20 Jahre alt, lebe in
Deutschland und in meiner Band spiele ich Gitarre oder singe.*

0O (AAB)v(CAD)
O AvB)ACvD
O AABA(CVD)
OAvBACAD

2. Welche Menge ist identisch mit (({—2,0,4,6} nN) U {0,0.5,1) \ (@\2)?
0O {1,4,6}

O {0,1,4,6}

0O {0.5,4,6}

oo

@ Vorlesung 2
|

Wiederholung

= Zahlbereiche N, Z, @, [, R
= Rechengesetze, binomische Formeln
= Mengenlehre und Logik (Konjunktion, Disjunktion, Negation)

Implikation und Teilmenge

Im Alltag und in allen Wissenschaften werden stdndig Aussagen aus anderen Aussagen
gefolgert. Eine Implikation ist eine Wenn-Dann-Aussage: A = B (lies: ,Wenn A, dann B“).
Die linke Seite (A) nennt man Préamisse, aus der die Konklusion (B) gefolgert wird.

Beispiele:
Die Implikation ,Wenn mir kalt ist, dann ziehe ich einen Pulli an“ besteht aus den Einzel-
aussagen A = ,Mir ist kalt“ und B = ,Ich ziehe einen Pulli an“.

Auch die Aussage ,Jede gerade Zahl ist durch 2 teilbar“ kann als Implikation formuliert
werden: ,Wenn eine Zahl gerade ist, so ist sie durch 2 teilbar.“ Diese Umformulierung ist
sehr niitzlich, wenn man die Aussage beweisen oder in komplexeren Zusammenhingen
nutzen will. A
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