HANSER

‘ Siegfried Volkel u. a.

' Mathematik
. fir Techniker

9., aktualisierte Auflage

Leseprobe

ZU

Mathematik fiir Techniker

von Siegfried Volkel u.a.

Print-ISBN: 978-3-446-48022-3
E-Book-ISBN: 978-3-446-48075-9

Weitere Informationen und Bestellungen unter
https://www.hanser-kundencenter.de/fachbuch/artikel /9783446480223
sowie im Buchhandel

© Carl Hanser Verlag, Miinchen


https://www.hanser-kundencenter.de/fachbuch/artikel/9783446480223

Vorwort

B Vorwort zur 9. Auflage

Die vorliegende 9. Auflage wurde durchgesehen und aktualisiert. Des Weiteren wurden Le-
sereinschriften beriicksichtigt, entsprechende Anderungen vorgenommen und Fehler be-
hoben.

Leipzig, Miithlhausen, Halle und Berlin, im April 2024 Die Verfasser

B Vorwort zur 7. Auflage

Die 7., neubearbeitete und erweiterte Auflage stellt eine umfangreiche Uberarbeitung des in
der Mathematikausbildung angehender Techniker bewéhrten Lehrbuches dar.

Der Inhalt orientiert sich an den Lehrpldnen fiir die Technikerausbildung. Aus didaktischen
Griinden folgt das Kapitel ,,Gleichungen und Ungleichungen“ nun direkt dem Kapitel ,,Re-
chenoperationen®. Der Abschnitt, der das Losen von linearen Gleichungssystemen mit De-
terminanten behandelt, wurde im Umfang erh6ht, dafiir entfallen Rechenoperationen mit
Matrizen. Die Kapitel Geometrie und Trigonometrie sind entsprechend den Lehrplananfor-
derungen umfassend bearbeitet worden. Das Kapitel ,,Funktionen“ wurde neu strukturiert.
Es schlieBen sich Zahlenfolgen und Grenzwerte an. Der Differenzial- und der Integralrech-
nung ist nun je ein eigenes Kapitel gewidmet, um die verschiedenen Grundanliegen dieser
Teilgebiete der Infinitesimalrechnung hervorzuheben. Im Kapitel , Differenzialrechnung*
wird auch die geometrische Bedeutung der 2. Ableitung einer Funktion mit allen Konse-
quenzen zur Bestimmung von Maxima und Minima von Funktionen betrachtet. Der Ab-
schnitt ,Kurvendiskussion® wurde vollstindig {iberarbeitet. Neu aufgenommen wurde ein
Abschnitt {iber das Aufstellen von Funktionsgleichungen mittels Ableitungen. Im Kapitel
»Integralrechnung“ wurden Abschnitte {iber die Integration durch Substitution sowie die
Berechnung des Rauminhalts von Rotationskérpern ergdnzt. AnschlieSend folgen die Kapi-
tel ,Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung“ und , Einfiihrung in die Statistik”. Neu
ist hier ein Bezug im Bereich der Anwendungsaufgaben auf Taschenrechner mit Compu-
teralgebrasystem und auf Tabellenkalkulationssoftware. Die Inhalte zu komplexen Zahlen
waren bisher auf verschiedene Abschnitte verteilt. In die Neuauflage wurde ein separates
Kapitel , Komplexe Zahlen“ aufgenommen. Auf vielfachen Wunsch der Leser dieses Buches
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wurde die ,Vektorrechnung* als neues Kapitel hinzugefiigt. Die Bilder und Grafiken zur Il-
lustration der dargestellten mathematischen Sachverhalte wurden teilweise neu erstellt, an
der groBen Anzahl von Beispielen wurde festgehalten.

Die Autoren, die sdmtlich {iber ein hohes Mall an Erfahrung in der Technikerausbildung
verfiigen, haben sich um grofStmogliche Verstéandlichkeit und Anschaulichkeit bemiiht.

Durch die Art der Stoffdarbietung eignet sich das Buch sowohl fiir den Gebrauch im Un-
terricht als auch zum Selbststudium. Zu diesem Zweck wurden die Kontrollfragen, die sich
jedem Abschnitt anschlie8en, beibehalten und die Anzahl der Aufgaben, die weitgehend an-
wendungsorientiert und praxisnah sind, erhéht. Am Kapitelende sind zur Selbstkontrolle
die Losungen der Aufgaben eingefiigt.

Fiir Kritik, Korrekturen, Anregungen und Hinweise inhaltlicher und didaktischer Art ist das
Autorenteam dankbar, soll dieses Buch doch aus der Unterrichtspraxis zur Praxis, d. h. zum
Gelingen des Mathematikunterrichts und zum Lernerfolg der Studierenden, beitragen.

Ein besonderer Dank gilt der Lektorin Frau Christine Fritzsch vom Fachbuchverlag Leipzig,
der es gelungen ist, das flinfkopfige Autorenteam mit groer Geduld zu koordinieren und da-
fiir zu sorgen, dass dieses Unterrichtswerk in einer neuen Auflage vorliegt. Auch Frau Katrin
Waulst gebiihrt Dank fiir die technische Unterstiitzung und die Herstellung dieses Buches.
Die Zusammenarbeit mit beiden Fachfrauen war stets sehr angenehm.

Moge dieses Buch dazu beitragen, dass die Vermittlung mathematischer Sachverhalte und
Zusammenhinge im Rahmen der Technikerausbildung gelingt!

Leipzig, im Mai 2014 Die Verfasser
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Rechenoperationen

B 1.1 Grundbegriffe der Mengenlehre
und Logik

1.1.0 Vorbemerkung

Die Mengenlehre hat sich seit ihrer Begriindung durch Georg Cantor (1845-1918) zu einer
grundlegenden mathematischen Disziplin entwickelt. Viele Gebiete der Mathematik und
der Logik wurden durch sie entscheidend beeinflusst.

Die Logik ist eine Wissenschaft, in der die allgemeinste Struktur des richtigen Denkens un-
tersucht wird.

Mithilfe der Mengenlehre und Logik lassen sich mathematische Zusammenhinge prazi-
se und tibersichtlich darstellen. Deshalb werden in diesem Abschnitt Grundbegriffe und
-beziehungen aus beiden Gebieten eingefiihrt. Thre Anwendung in den folgenden Abschnit-
ten wird mit dazu beitragen, das Erkennen der dargestellten Zusammenhénge zu erleich-
tern.

1.1.1 Begriff der Menge

Fiir den Mengenbegriff gab Cantor die Erkldrung

Eine Menge ist eine Zusammenfassung M bestimmter, wohlunterschiedener Objekte m
unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen. Die Objekte m heillen die
Elemente von M.

Mengen werden mit GroBbuchstaben bezeichnet. Die Elemente einer Menge werden durch
geschweifte Klammern zusammengefasst.

Ein Objekt a ist entweder ein Element einer Menge M oder nicht. Man schreibt:

a € M, gelesen ,a (ist) Element (von) M*;
a ¢ N, gelesen ,a (ist) nicht Element (von) N*“.

Beispiele

1.1 Die Menge M aller positiven Zahlen, die Teiler von 12 sind: M = {1; 2; 3; 4; 6; 12}. Esistz. B.
3 € M,aber5¢ M.

1.2 Die Menge Laller Losungen der Gleichung x> = 16 : L= {—4; 4}.
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1.3 Die Menge K aller Primzahlen enthilt unendlich viele Elemente: K = {2; 3; 5; 7; ... }.
1.4 Die Menge P aller geraden Primzahlen enthélt nur ein Element: P = {2}.

1.5 Die Menge B aller Hauptstidte der deutschen Bundesldnder enthélt 16 Elemente:
B = {Hauptstadt Bremen; Dresden; Miinchen; ... Stuttgart}. Es ist ,Schwerin“ € B, aber
»Meillen“ ¢ B. |

Wihrend die Umgangssprache unter einer Menge eine Vielzahl von Elementen versteht,
kénnen Mengen im Sinne der angegebenen Erkldrung auch aus wenigen Elementen bzw.
aus keinem Element bestehen.

Eine Menge, die nur ein Element enthélt, heilst Einermenge. Wenn sie zwei verschiedene
Elemente enthilt, heillt sie Zweiermenge usw. Eine Menge, die kein Element enthilt, hei3t
leere Menge (Symbol: 0). Esist0 = { }.

Beispiele
1.6 Die Gleichung x> = —4 hat keine reelle Losung (denn das Quadrat einer reellen Zahl kann
nicht negativ sein). Die Menge ihrer Losungen istleer: L; = { } = 0.

1.7 Die Gleichung 2x = 0 hat die Losung 0 (denn 2 - 0 = 0). Die Menge ihrer Losungen ist die
Einermenge L, = {0}. L, ist nicht die leere Menge, denn sie enthélt ein Element (die Zahl 0),
wihrend L, in Beispiel 1.6 kein Element enthilt. |

Zwischen den Begriffen der Mengenlehre und der Logik besteht ein enger Zusammenhang.
Das gilt auch fiir den Begriff ,Menge*.

Man kann das Prinzip der Mengenbildung mit den Begriffen ,Aussage“ und ,Aussageform®,
die Grundbegriffe der Logik sind, erkldren.

Eine Aussage ist ein Gebilde, das einen Sachverhalt widerspiegelt. Wenn der Sachverhalt
richtig widergespiegelt wird, ist die Aussage wahr, anderenfalls ist sie falsch.

Die Eigenschaften ,wahr (w)“ und ,falsch (f)“ heiBen Wahrheitswerte. Fiir Aussagen gilt der

Satz der Zweiwertigkeit 1.1

Jede Aussage ist entweder wahr oder falsch.

Es gibt also

1. keinen dritten Wahrheitswert,

2. keine Aussage, die sowohl wahr als auch falsch ist.

Aussagen werden schriftlich (oder sprachlich) durch Aussagesétze ausgedriickt. Diese kon-
nen auch mathematische Beziehungen sein.

Beispiele

1.8 »Dresden liegt an der Elbe.“ (w)

1.9 ,7 ist durch 4 teilbar.“ (f)

1.10 3+4=7(W)

1.11  3+4=10(f)
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1.12 34+4>6(Ww)
1.13 3+4<5(f) |

Die Beispiele 1.10 und 1.11 sind Gleichungen (weil sie ein Gleichheitszeichen enthalten),
von denen die eine wahr und die andere falsch ist. Aus dem Begriff ,,Gleichung” kann dem-
nach nicht auf den Wahrheitswert geschlossen werden. Entsprechendes gilt fiir die Unglei-
chungen in den Beispielen 1.12 und 1.13.

Aussagen sind daran erkennbar, dass sie einen (und nur einen) Wahrheitswert haben. Dieser
lasst sich allerdings nicht immer feststellen.

Beispiele

1.14 345

1.15 ,Komm her!*
1.16 H,0

1.17 ab+c

1.18 3+5=38

1.19  ,Der Monat Mérz hat 30 Tage.“

1.20  ,Auf anderen Sternen gibt es vernunftbegabte Lebewesen.“

1.21  ,Am 1. Juni 1750 regnete es in Berlin.“ u
Die Beispiele 1.14 bis 1.17 sind keine Aussagen; 1.18 ist eine wahre, 1.19 eine falsche Aussa-

ge; 1.20 und 1.21 sind Aussagen, deren Wahrheitswert noch nicht bzw. nicht mehr feststell-
bar ist.

Die Gebilde der beiden folgenden Beispiele haben keinen Wahrheitswert, sind also keine
Aussagen. Sie werden aber zu Aussagen, wenn fiir u bzw. x Objekte (Stddtenamen bzw. Zah-
len) eingesetzt werden.

Beispiele

1.22  ,u ist Hauptstadt eines deutschen Bundeslandes.“ Wenn z.B. u = ,Dresden” ist, entsteht
eine wahre Aussage, fiir u =, Leipzig"“ ergibt sich eine falsche Aussage.

1.23  x? = 16 wird fiir x = 4 und fiir x = —4 zu einer wahren, fiir jede andere Zahl zu einer falschen

Aussage. u

Fiir x> = 16 kénnte auch geschrieben werden: (.. .)? = 16. Demnach steht x fiir eine Leer-
stelle in der Gleichung.

= Ein Zeichen, das fiir eine Leerstelle steht, heil$t Variable (Verianderliche).
Mithilfe des Variablenbegriffs wird definiert:

= Eine Aussageform ist ein Gebilde, das mindestens eine Variable enthilt und durch Bele-
gen dieser Variablen zu einer Aussage wird.

Die Gebilde in den Beispielen 1.22 und 1.23 sind demnach Aussageformen.

Fiir die Objekte, mit denen die Variablen belegt werden konnen, ist ein Bereich zu wihlen
(Grundbereich), und zwar so, dass beim Belegen sinnvolle Aussagen entstehen (fiir Beispiel
1.23 wiren z. B. Stidtenamen kein moglicher Grundbereich). Wenn sich beim Belegen einer
Variablen eine wahre Aussage ergibt, so sagt man ,die Aussageform wird erfiillt (gelost)“,
und das Objekt heift Erfiillung (Losung) der Aussageform. Alle Losungen kénnen zu einer
Menge zusammengefasst werden.
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Prinzip der Mengenbildung

Wenn eine Aussageform fiir die Objekte eines Grundbereichs vorliegt, so bilden alle Ob-
jekte, die diese Aussageform erfiillen (16sen), eine Menge.

Die Aussageform driickt eine gemeinsame Eigenschaft aller Elemente der Menge aus. Wenn
die Aussageform mit H (x) bezeichnet wird (d. h. ein Gebilde, das die Variable x enthilt, ge-
lesen: ,,H von x*“), so kann man schreiben:

M ={x:H (x)}, gelesen:,M istdie Menge aller (Elemente) x, fiir die H (x) gilt*.

Beispiele

1.22  (Fortsetzung) Die Losungsmenge ist B (siehe Beispiel 1.5).
Man kann schreiben B = {u: u ist Hauptstadt eines deutschen Bundeslandes}.

1.23  (Fortsetzung) Die Losungsmenge ist L (siehe Beispiel 1.2).
Esist L = {£4} = {x:x* = 16}, falls der Grundbereich die Menge der reellen Zahlen ist.
Wenn der Grundbereich auf die Menge der natiirlichen Zahlen eingeschrénkt wird, &ndert
sich die Losungsmenge: L, = {4}. u

Mengen lassen sich demnach auf zwei Arten darstellen: durch Angabe der Elemente oder
Angabe der die Menge definierenden Aussageform. Eine Menge heilt Allmenge, wenn sie
alle Objekte des Grundbereichs enthélt. Im Abschnitt 1.1 dieses Buches wird sie mit U be-
zeichnet.
Beispiel
1.24  Grundbereich: Gesamtheit aller reellen Zahlen.

Es gilt {x: x + x = 2x} = U, denn die Gleichung wird durch jede reelle Zahl geldst. u
Kontrollfragen

1.1 Wie ist nach Cantor der Begriff der Menge erklért?
1.2 Was ist eine Aussage, und woran ist sie erkennbar?
1.3 Was ist eine Variable?

14 Was ist eine Aussageform, und wie lasst sich mit ihrer Hilfe das Prinzip der Mengenbildung
erkldren?

Aufgaben: 1.7 und 1.2

1.1.2 Relationen zwischen Mengen

Definition 1.1

Zwei Mengen A und B heiflen gleich genau dann, wenn sie dieselben Elemente haben.
Schreibweise: A = B, gelesen: , A (ist) gleich B“.

Aheil3t Teilmenge von B genau dann, wenn jedes Element von A auch Element von B ist.
Schreibweise: A C B, gelesen: , A (ist) Teilmenge von B“.

Die Teilmengenrelation A C B wird auch Inklusion genannt.
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Mengen kann man durch Punktmengen in der Ebene veranschaulichen. Alle Punkte, die von
einer geschlossenen Kurve begrenzt werden, sollen Elemente der Menge sein. In den Bildern
1.1 und 1.2 sind A C Bund A = B dargestellt. Die Rechteckfldche soll den Grundbereich (die
Allmenge) U darstellen.

Folgerungen:
1. Wenn A C Bist, so ist B O A. A wird auch Untermenge von B, und entsprechend B
Obermenge von A, genannt.

2. Die Gleichheit A = Bist ein Sonderfall von A C B. Esist A = B genau dann, wenn A C B
und B C Aist, d.h., wenn jedes Element von A auch Element von B und jedes Element
von B auch Element von A ist.

3. Wenn A C Bist und B mindestens ein Element enthilt, das nicht Element von A ist, so
heillt A echte Teilmenge von B: A C B.

4. Fir die leere Menge, eine beliebige Menge A und die Allmenge gilt:

0CA ACU (1.1

Zwei Mengen A und B, fiir die weder die Teilmengen- noch die Gleichheitsrelation gilt, kon-
nen gemeinsame Elemente haben, aber dann enthélt jede Menge mindestens ein Element,
das nicht Element der anderen Menge ist (Bild 1.3). Falls A und B keine gemeinsamen Ele-
mente haben, heilen sie disjunkte (elementfremde) Mengen (Bild 1.4).

Bild 1.1 Bild 1.2 Bild 1.3 Bild 1.4

Beispiele

1.25 Grundbereich: U = {1; 2; ...; 20} (Menge der ganzen Zahlen von 1 bis 20).

Wenn A = {x: x ist teilbar durch 6} = {6; 12; 18} und
B = {x: xist teilbar durch 3} = {3; 6; 9; 12; 15; 18},

soist A C B (Aistsogar echte Teilmenge von B: A C B).

1.26  Grundbereich: Menge aller Vierecke.
Wenn A die Menge aller Quadrate ist und B die Menge aller gleichseitigen Rechtecke, also
A = {x: x ist ein Quadrat}, B = {x: x ist gleichseitiges Rechteck}, so ist A = B.

1.27  Welche Relationen bestehen zwischen P = {3; 5; 7}, Q = {5; 7; 10}, R = {5; 7; 9; 10} und
S={4,6}2

Losung: Pund Q enthalten gemeinsame Elemente, es besteht aber keine Teilmengenrelati-
on; fiir P und R gilt das Gleiche; P und S sind disjunkt. Es ist Q C R; Q und S und gleichfalls
R und S sind disjunkt. u

Zusammenhang mit logischen Operationen

In Abschnitt 1.1.1 wurde festgestellt, dass zwischen Mengenlehre und Logik ein enger Zu-
sammenhang besteht. Das gilt auch fiir die in diesem Abschnitt eingefiihrten Relationen:
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(1)

(2)

A C B: Fiir alle Elemente des Grundbereichs gilt (vgl. Bild 1.1) ,wenn x € A erfiillt ist, so
muss auch x € B erfiillt sein“ (z. B. Punkt P;), aber ,wenn x € B erfiillt ist, so kann x € A
erfiillt sein, muss aber nicht“ (z. B. liegen P; und P, beide in B, aber P, liegt nicht in A).
In der Logik gibt es fiir zwei Aussagen (oder auch Aussageformen) p, g die Verkniipfung
p = q. Sie heilt Implikation und wird gelesen ,, wenn p, so (muss) g (bei Vertauschen
von p und g ,wenn g, so kann p*). Die Bedingung p heil3t hinreichend fiir g, g heilst
notwendig fiir p. Zwischen Teilmengenrelation und Implikation besteht demnach der
Zusammenhang:

A C Bgilt genau dann, wenn x € A = x € B (x € Bfolgtaus x € A).

Die Bedingung x € A ist hinreichend fiir x € B, aber nicht notwendig; andererseits
ist x € B notwendig fiir x € A, aber nicht hinreichend. Fiir die Punktmengen in Bild
1.1 bedeutet das: Damit ein Punkt in B liegt, ist es hinreichend, dass er in A liegt (P;),
aber nicht notwendig (auch P, liegt in B). Damit ein Punkt in A liegt, ist es notwendig,
dass er in B liegt (denn wenn er nicht in B liegt, kann er auch nicht in A liegen: P3); die
Bedingung ist aber nicht hinreichend (P, liegt zwar in B, aber nicht in A).

A = B: Fiir alle Elemente des Grundbereichs gilt (vgl. Bild 1.2) ,wenn x € A, so muss
X € B“und auch ,wenn x € B, so muss x € A“. In der Logik gibt es eine entsprechende
Verkniipfung. Sie heift Aquivalenz (Gleichwertigkeit): p < ¢, gelesen ,genau dann g,
wenn p“. Da p < g sowohl p = g als auch g = p bedeutet, heif3t jede der Bedingungen
p, g ist notwendig und hinreichend fiir die andere.

Die Aquivalenz wird auch gelesen ,dann und nur dann g, wenn p*.

Zwischen Gleichheitsrelation und Aquivalenz besteht demnach der Zusammenhang:

A = Bgilt genau dann, wennx € A < x € B.

Da dquivalente Aussageformen gleiche Mengen erkldren, wird besonders die letzte Les-
art genutzt, wenn ein neuer Begriff definiert wird.

Beispiele

1.28

1.29

1.30

Fiir die Mengen in Beispiel 1.25 gilt wegen A C B ,x ist teilbar durch 6“ A = B ,x ist teilbar
durch 3“. Wenn eine Zahl durch 6 teilbar ist, so muss sie auch durch 3 teilbar sein, d.h.,
die Teilbarkeit durch 6 ist hinreichende Bedingung fiir die Teilbarkeit durch 3 (aber keine
notwendige). Andererseits gilt: Wenn eine Zahl durch 3 teilbar ist, so kann sie durch 6 teilbar
sein, d. h., Teilbarkeit durch 3 ist notwendige Bedingung fiir die Teilbarkeit durch 6 (aber
keine hinreichende).

Grundbereich: Menge aller Vierecke.

Welche der beiden Bedingungen , x ist Rechteck®, ,x ist Quadrat” ist notwendige Bedingung
fiir die andere?

Losung: Fur R = {x: x ist Rechteck} und Q = {x: x ist Quadrat} gilt Q C R. Folglich gilt fiir
die Aussageformen ,x ist Quadrat“ =, x ist Rechteck".

Da die notwendige Bedingung rechts vom Implikationszeichen steht, ist ,x ist Rechteck”
eine notwendige (aber nicht hinreichende) Bedingung fiir ,,x ist Quadrat”.

Die Bedingungen ,x ist Rhnombus“ und ,x ist gleichseitiges Viereck“ sind miteinander zu
vergleichen.

Losung: Es ist {x: x ist Rhombus} = {x: x ist gleichseitiges Viereck}, folglich ,x ist Rhom-
bus“ & ,x ist gleichseitiges Viereck®, d. h., ,ein Viereck ist ein Rhombus genau dann, wenn
es gleichseitig ist“. Jede der beiden Bedingungen ist notwendig und hinreichend fiir die an-
dere.

Das Beispiel zeigt, wie mithilfe einer Aquivalenz ein Begriff (der Begriff ,Rhombus*) definiert
werden kann. u
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Kontrollfragen

1.5 Wie ist die Teilmengenrelation definiert?

1.6 Welche Bedingung muss erfiillt sein, damit eine Menge eine echte Teilmenge einer anderen
ist?

1.7 Mithilfe welcher Worter ist eine Implikation p = ¢ zu formulieren? Wie ist sie nach Vertau-
schen von p und g zu lesen? Welche Art von Bedingung sind p bzw. g?

1.8 Mithilfe welcher Wérter ist eine Aquivalenz zu formulieren? Welche Art von Bedingung sind
pund q?

Aufgaben: 1.3 und 1.4

1.1.3 Operationen mit Mengen

Bei einer Mengenoperation wird aus zwei Mengen eine neue gebildet. Die wichtigsten Ope-
rationen sind Durchschnitt, Vereinigung und Differenz.

Definition 1.2
Gegeben seien zwei Mengen A und B.

Der Durchschnitt A N B (gelesen: , A geschnitten mit B“) enthélt alle Elemente, die ge-
meinsame Elemente von A und B sind (Bild 1.5).

Die Vereinigung A U B (gelesen: , A vereinigt mit B) enthilt alle Elemente, die Element
von mindestens einer der Mengen A, B sind (Bild 1.6).

Die Differenz A \ B (gelesen: ,A ohne B“) enthélt alle Elemente von A, die nicht Element
von B sind (Bild 1.7).

Entsprechend enthélt B\ A alle Elemente von B, die nicht Element von A sind (Bild 1.8).

ANB

g

7 AUB
<o

Bild 1.5 Bild 1.6 Bild 1.7 Bild 1.8

Beispiel
1.31 Mit A = {a; b; ¢; d} und B = {c; d; e; f} sind Durchschnitt, Vereinigung und Differenz-
mengen zu bilden.
Losung:
ANB={c d} AUB={a; b; c; d; e; f}
A\B={a; b} B\A={e f} "
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Allgemein gilt (vgl. Bilder 1.5 bis 1.8):

ANBC AUB (1.2)

A\BCA;, B\ACB (1.3)

A\B=A\(AnB); B\A=B\(ANB) (1.4)
Beispiele

1.32 Esseien A= {c;d}und B={a; b; ¢; d; e},d.h., ACB.
Dann ist

ANB={c¢d}=A AUB={a;b;c;d;e} =B

und nach Gln. (1.4)

A\B=A\ANB) ={¢ d}\{c d}=0

B\A=B\ (ANB)={a; b; ¢; d; e}\ {c; d} = {a; b; e}
1.33 Esseine A = {2; 4} und B = {10; 12; 14}, d. h., Aund B sind disjunkt.

Dann ist

ANB=0; AUB=1{2;4;10;12; 14}

A\B=1{2;4}\0={2;4}=A

B\ A={10; 12; 14} \ 0 = {10; 12; 14} = B [ ]
Aus diesen Beispielen folgt durch Verallgemeinerung:

1. Wenn eine Menge A Teilmenge einer Menge B ist, so ist der Durchschnitt gleich der
Teilmenge, die Vereinigung gleich der Obermenge, und die Differenz A \ Bist leer:

ACB=ANB=A AUB=B, A\B=0

2. Wenn zwei Mengen A, B disjunkt sind, so ist der Durchschnitt leer (AN B = 0). Fiir die
Differenzmengen gilt:

A\B=4; B\A=B.

Eigenschaften des Durchschnitts und der Vereinigung von Mengen sind:

Kommutativitét
ANB=BNA;, AUB=BUA (1.5)
Assoziativitit
AN (BNC)=(ANBNC; (1.6)
AU(BUC)=(AUB)UC
Distributivitét
AN (BUC)=(ANBU(ANC); (1.7)

AU(BNC)=(AUBN(AUC)
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Idempotenz
ANA=4 AUA=A (1.8)

Kommutativitdt und Idempotenz sind offensichtlich, die beiden anderen Eigenschaften las-
sen sich an Beispielen leicht nachpriifen.

Die Differenz zweier Mengen ist i. Allg. weder kommutativ noch assoziativ:

A\B#B\ A, A\ (B\C)#(A\B)\C

Beispiel

1.34 FirA={a; b;c;d}, B={b; ¢c; d; e} und C = {¢; d; e; f} ist zu zeigen, dass die Differenz
nicht assoziativ ist.

Losung: Es ist

A\ (B\C) = A\ {b} = {a; ; d}

(A\B)\C={a}\C={a}

{a; ¢; d} #{a}, d.h, A\(B\C)# (A\B)\C [ |

Als letzte Mengenoperation wird das Bilden des Komplements eingefiihrt.

Definition 1.3

Das Komplement A einer Menge A enthilt alle Elemente des Grundbereichs (der Allmen-
ge U), die nicht Element von A sind (Bild 1.9).

2 |

Bild 1.9

Aund A sind demnach disjunkte Mengen: AN A = 0.
Fernergil: AUA=U; U\A=A4 U\A=A
Zweifache Komplementbildung hebt sich auf:

BN|

— A (1.9

Zusammenhang mit logischen Operationen

Eine Verkniipfung zweier Aussagen (oder Aussageformen) p und g, die ausdriickt, dass bei
zwei Sachverhalten sowohl der eine als auch der andere gilt, heil$t Konjunktion p A g, gele-
sen: ,p und g“. Wenn von zwei Sachverhalten mindestens einer gilt, hei3t die Verkniipfung

Alternative p V g, gelesen: ,p oder g“. Mit Konjunktion und Alternative kann man Durch-
schnitt und Vereinigung von Mengen definieren:

xeANB&sxe ANxEB

(d.h., x ist genau dann ein Element des Durchschnitts, wenn es Element der einen ,und
(auch)“ der anderen Menge ist);

xX€eAUB&sxe AvxeB
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(d. h., x ist genau dann ein Element der Vereinigung, wenn es ein Element der einen ,oder*
der anderen Menge ist (oder auch ein Element beider Mengen ist)).

Das Bindewort ,oder” schlief8t bei der Alternative den Fall mit ein, dass beide Sachverhal-
te gelten. Deshalb wird es auch ,einschlielendes ,oder'“ genannt. Das Bindewort ,oder*
kann aber auch ausdriicken, dass nur einer der beiden Sachverhalte gilt (,,ausschlieBendes
,oder“, ,entweder — oder*), z. B. in dem Satz ,Jede ganze Zahl ist (entweder) gerade oder
ungerade”. Eine Verkniipfung mit dem ausschlieBenden , oder* ist keine Alternative.

Eine Aussage (oder Aussageform) p, mit der zu einem gegebenen Sachverhalt der entgegen-
gesetzte ausgedriickt wird, heil3t Negation —p (gelesen: ,nicht p“). Sie entsteht aus p durch
Vorsetzen von ,es ist nicht wahr, dass ... “. Wenn eine Menge A die Losungen der Aussage-
form H(x) als Elemente hat, so wird das Komplement A aus den Lésungen der Negation von
H (x) gebildet.

Fiir die Negation von p ist auch die Schreibweise p tiblich.
Beispiele

1.35 Fiir M = {x: x ist teilbar durch 2} und
N = {x: x ist teilbar durch 3} ergibt sich
M N N = {x: (x ist teilbar durch 2) A (x ist teilbar durch 3)},
d.h., M N N enthilt die durch 2 und durch 3 teilbaren, also die durch 6 teilbaren Zahlen:

MNN=/{0;6;12; ...}.

Die Vereinigung ist M U N = {x: (x ist teilbar durch 2) Vv (x ist teilbar durch 3)},
d.h., M U N. enthilt die Zahlen, die durch 2 oder durch 3 (oder durch beide) teilbar sind:

MUN={0;2;3;4,6;8; ...}
1.36  Im Grundbereich {1; 2; ...; 10} sei
A={x1x<7}={1;2; 3; 4, 5; 6}.

Wenn die Aussageform ,x < 7“ negiert wird, ergibt sich ,es ist nicht wahr, dass x < 7, kiirzer
»X ist nicht kleiner als 7“ oder ,x = 7, und das Komplement der Menge A ist

A={x:x27}={7;8 9; 10}. [

Kontrollfragen

1.9 Mithilfe welcher logischer Verkniipfungen werden Durchschnitt und Vereinigung von Men-
gen definiert?

1.10  Es sei A Teilmenge von B. Was folgt daraus fiir Durchschnitt A N B, Vereinigung A U B und
Differenz A\ B?

1.11  Esseien A und B disjunkte Mengen. Was folgt daraus fiir Durchschnitt A N B und die Diffe-
renzen A\ B, B\ A?

1.12  Welche Relation besteht zwischen Durchschnitt und Vereinigung zweier Mengen?

Aufgaben: 1.5 bis 1.70
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Funktionsgleichung 265

-, aufstellen mittels der Ableitungen 401

Galton-Brett 504

ganze Zahl 24

ganzrationale Funktionen 296
- n-ten Grades 296

Gauld’'sche Zahlenebene 544
Gaul’scher Algorithmus 120
gebrochenrationale Funktion 300
gebundene Variable 86
Gegenereignis 443
Gegenhypothese 510
Gegenvektor 564

Genauwert 351
geometrisches Mittel 484
geordnetes n-Tupel 114
geordnetes Paar 114
geordnetes Quadrupel 114
geordnetes Tripel 114

Gerade 143

—, Achsenabschnitt 275

-, deckungsgleiche 279

-, Lagebeziehung 279, 581

—, Parallelitat 279

-, Schnittpunkt 280

—, senkrechter Schnitt zweier 282
-, Steigungsfaktor 275

-, Steigungswinkel 276

-, Vektorgleichung 579
gerade Funktionen 293
gestaffelte Form 120
gleichschenkliges Dreieck 164
gleichseitiges Dreieck 165
Gleichsetzungsverfahren 114
Gleichung 86

-, algebraische 88, 90

-, Bruch- 91

— dritten und héheren Grades 97
-, Exponential- 100

-, goniometrische 100, 102

-, grafische Losung 105

—, identische 88

—, kubische 97

-, linear abhéngige 118

-, logarithmische 100f.

- n-ten Grades 97

-, quadratische 93

-, transzendente 88, 99f.

-, Wurzel- 91
Gleichungssystem, lineares 113
Gleitkommadarstellung 30

goniometrische Form komplexer Zahlen 549

goniometrische Gleichung 100, 102
GradmaB 215

grafische Darstellung einer Funktion 265
grafische Losung 105

Grenze, obere 49

—, untere 49

Grenzkurve 302, 304

Grenzwert 361, 369f.

—einer Folge 356

- einer Funktion 359

-, linksseitiger 360

-, rechtsseitiger 360

-, uneigentlicher 356
Grundbereich 15

Grundintegrale 415
Grundkonstruktion 151
Grundziffer 25

Héufigkeit, relative 466
Haufigkeitspolygon 480

Hauptwert 351, 554

Hauptwerte der Arkussinusfunktion 311
Hexadezimalsystem 26

Histogramm 480

Hochpunkt 390

Hohensatz 164

Hornersches Rechenschema 98
Hyperbel 300
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Idempotenz 21

identische Gleichungen 88
Identitdt 88

imaginére Achse 544
imaginére Zahl 538
imaginére Zahleneinheit 537
Imaginérteil 540
Implikation 18

implizite Form einer Funktionsgleichung 268
indirekte Proportionalitédt 46
Injektivitdt 270

Inklusion 16

inneres Produkt 572
Integral 413

—als Grenzwert 422

-, bestimmtes 416, 419, 423
-, partikuldres 417

—, unbestimmtes 414
Integralfunktion 414
Integralrechnung, Grundaufgabe 413
Integrand 414

Integration 413

— durch Substitution 431

-, Flichenberechnung 417
-, numerische 436
Integrationsgrenzen 419
Integrationsintervall 421
Integrationskonstante 414
Integrationsvariable 414
Intervall 28

irrationale Zahl 25

Iteration 105

Kardinalzahl 23

kartesische Koordinaten 547
kartesisches Koordinatensystem 265, 560
Kathetensatz 163

Kegel 190

Kegelstumpf 191

Kennziffer 66

Keplersche Fassregel 437
Kettenregel 383

Klasse 477

Kombination 452, 458

- mit Wiederholung 458

- ohne Wiederholung 458
Kombinatorik 452
Kommutativgesetz 568
Kommutativitét 20, 33
Komplement einer Menge 21

komplexe Zahl 540

—, algebraische Form 540

—, Argument einer 547

-, arithmetische Form 540

—, Betrag einer 545, 547

-, Exponentialform 550

-, goniometrische Form 549

-, konjugiert 540

—, Norm einer 542

trigonometrische Form 549

—, vektorielle Darstellung 544

Kongruenz 149

Kongruenzsitze 158

konjugiert komplexe Zahl 540

Konjunktion 21

konstante Funktion 269

Konvergenz 107

Konvertieren 27

Konvertierung 26

Koordinaten eins Punktes 561

Koordinatenform des Skalarprodukts 573

koordinatenfreie Form des Skalarpro-
dukts 574

Koordinatensystem, Dimension 561

-, kartesisches 560

Koordinatenursprung 266, 561

Korrelation 489

Korrelationskoeffizient 490

Kosinus 217

Kosinusfunktion 308

-, Maximum und Minimum 309

Kosinussatz 242

Kotangens 217

Kreis 170

Kreisdiagramm 266

Kreuzprodukt 576

kubische Gleichung 97

Kugel 195

kumulative Binomialverteilung 506

Kurvendiskussion 392

-, Asymptoten 394

—, Definitionsbereich 393

-, Extrempunkte und Art der Extremwerte 394

—, Nullstellen 393

-, Schnittpunkt mit der y-Achse 393

-, Skizze der Funktion 394

-, Symmetrie 393

-, Unstetigkeitsstellen 393

—, Verhalten im Unendlichen 394

-, Wendepunkte 394

-, Wertebereich 394

Kiirzen 40
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Lagebeziehung zwischen Ebenen 590

—zwischen einer Ebene und einer Gera-
den 588

- zwischen Geraden 279, 581

Laplace-Experiment 447

leere Menge 14

linear abhéngige Gleichung 118

lineare Funktion 274

lineares Gleichungssystem 113

—, allgemeine Form 113

Linearfaktoren 298

Logarithmensystem 63

logarithmische Gleichung 100f.

Logarithmus 51, 61

-, Basis 61

—, bindrer 64

—, dekadischer 63, 66

—, natiirlicher 63

—, Numerus 61

Logarithmusfunktionen 306

Losung der Aussageform 15

Liicke 393

Michtigkeit des Ergebnisraumes 443
Mantisse 66

Maschinenmodell von Funktionen 264
Maximum 389

-, absolutes 390

—, relatives 389

Median 483

mehrreihige Determinante 129
mehrstufiger Zufallsversuch 453
Menge 13

-, Differenz 19

-, disjunkte 17

—, Durchschnitt 19

-, Komplement 21

-, leere 14

-, Vereinigung 19
Mengenoperation 19

Merkmal, qualitatives 475

-, quantitatives 475

Minimum 389

-, absolutes 390

-, relatives 389

Mittel, arithmetisches 482

-, geometrisches 484
mittelbare Funktion 320
Mittelwert 481

mittlere Proportionale 44
Modalwert 484

Monotonie von Funktionen 269

Monotoniebogen 387
Multiplikation 40
Multiplikation eines Vektors 568
Multiplikationsregel 450
Multiplikationssatz 463

nach oben beschriankte Funktion 270
nach unten beschriankte Funktion 270
Néherungsverfahren 104

natiirliche Zahl 23

natiirlicher Logarithmus 63
Nebenbedingungen 399
Nebenwinkel 146

n-Eck 168

Negation 22

Nenner, Rationalmachen 58
Neugrad 216

Norm einer komplexen Zahl 542
Normaleneinheitsvektor 596

Normalenform der Ebenengleichung 594

Normalenvektor einer Ebene 594

Normalform der Geradengleichung 275

Normalform einer quadratischen Funkti-
on 283

Normalparabel 285

Normalverteilung 519

-, standardisierte 522

Normzahlen 351

Nullfolge 357

Nullhypothese 510

Nullpunkt 266

Nullstelle 393

- einer Funktion 270, 277 ff., 286 ff., 290 f., 298,

308f.
— einer Parabel 287
Nullvektor 564
Numerus 51, 61

obere Grenze 49

obere Schranke 270
Obermenge 17

Obersumme 423

Ordinalzahl 23

Ordinate 266

Orientierung eines Vektors 561
Orthogonalitdtsbedingung 574
Ortsvektor eines Punktes 562

Paar, geordnetes 114
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Parabel 283

- n-ter Ordnung 293

-, Nullstelle 287

Parallelitdt zweier Geraden 279

Parameter 117

Partialdivision 38

Pascalsches Dreieck 68

T-periodisch 309

periodische Funktionen 307

Permutation 452, 457

- mit Wiederholung 457

- ohne Wiederholung 457

Pfadregel 455

Pivotelement 121

Planimetrie 143

Poisson-Verteilung 516

Polarkoordinaten 228, 547

Polstelle einer Funktion 300

Polynom 89

Polynomfunktion rn-ten Grades 296

Positionssystem 26

Potenzfunktionen 293

Potenzgesetz 51

primére Verteilungstafel 477, 482

Prinzip der Mengenbildung 16

Prisma 183

Prismatoid 188

Probe 90

Produktform einer quadratischen Funkti-
on 287

Produktgleichung 44

Produktregel 381, 455

Promille 47

Proportion 44

Proportionalitét, direkte 45

-, indirekte 46

Prozentrechnung 47

Prozessmodell von Funktionen 264

Punkt 143

punktsymmetrische Funktion 294

Pyramide 185

Pyramidenstumpf 189

Quader 181

Quadranten 266
Quadrantenrelationen 225
quadratische Ergdnzung 289
quadratische Funktionen 283
quadratische Gleichung 93
Quadrupel, geordnetes 114
qualitatives Merkmal 475
quantitatives Merkmal 475
Quotientenregel 382

Radikand 51, 54

rationale Zahl 24
Rationalmachen des Nenners 58
Rauminhalt von Rotationskdrpern 433
Realteil 540

Rechenoperation 32

— dritter Stufe 51

— erster Stufe 32

- zweiter Stufe 32
Rechenschema von Horner 98
Rechteckkoordinaten 547
Rechte-Hand-Regel 561
rechtwinkliges Dreieck 163
rechtwinkliges Koordinatensystem 265
reelle Achse 544

reelle Zahl 23, 25

Regel zum Konvertieren 27
Regel von Sarrus 130
Regressionsgerade 492
Regressionskoeffizient 492
regula falsi 108

Reihe 344

Relation 263

relative Haufigkeit 466
Représentant eines Vektors 564
reziproke Zahl 33

Richtung eines Vektors 561
Richtungssinn 561
Richtungsvektor 579

Runden von Zahlen 31

Satz des Pythagoras 164

Satz von Bayes 465

Sdulendiagramm 266

Scheitelform einer quadratischen Funkti-
on 286

Scheitelwinkel 146

Schnittpunkt zweier Geraden 280

Schreibweise von Zahlen 30

Sekantenverfahren 108

sekundére Verteilungstafel 477, 482

senkrechter Schnitt zweier Geraden 282

signifikante Ziffer 30

Signifikanztest 512

Signum 29

Simpsonsche Regel 438

Simulation 466

Sinus 216

Sinusfunktion 308

—, Maximum und Minimum 308

Sinussatz 239

Skalar 562
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Skalarprodukt 572

-, Koordinatenform 573

-, koordinatenfreie Form 574
Spannvektoren 585

Spannweite 476

Spatprodukt 577

Spiegelachse 272

Spiegelung 148

Sprungstelle 361

Stammfunktion 414
Standardabweichung 486, 499, 503
standardisierte Normalverteilung 522
Steigungsdreieck 276
Steigungsfaktor einer Geraden 275
Steigungswinkel einer Geraden 276
Stereometrie 180

Stichprobe 476

Strahl 144

Strecke 144

Streckung, zentrische 154

streng monoton fallende Funktion 269
streng monoton wachsende Funktion 269
Streuung 485, 499, 517, 519, 526
Streuungsmal$ 481

Stufenpunkt 391

Stufensprung 351

Stufenwinkel 146

Stiitzstellen einer Funktion 298
Stiitzvektor 579

Stiitzwerte einer Funktion 298
Substitutionsregel 431

Subtraktion von Vektoren 565 ff.
Summationsgrenze 49
Summationsindex 49

Summe, algebraische 35
Summenregel 455
Summenzeichen 49

Surjektivitat 270

Symmetrie 150

Tangens 217

Tangensfunktion 309

Teilmenge 16

-, echte 17

Term 35

Terrassenpunkt 391

Tiefpunkt 390

totale Wahrscheinlichkeit 463
transzendente Gleichung 88, 991.
Trend 493

trigonometrische Form komplexer Zahlen 549
trigonometrische Funktion 217, 307
trigonometrischer Pythagoras 231

Tripel, geordnetes 114
Tupel, n-, geordnetes 114

Umbkehrfunktion 272

—einer linearen Funktion 277
unabhéngige Variable einer Funktion 263
unecht gebrochenrationale Funktion 302
unechter Bruch 39

Unendlichkeitsstelle 393

ungerade Funktionen 293

Ungleichung 110

—, Definitionsbereich 111

Unstetigkeit, hebbare 362
Unstetigkeitsstelle 393

untere Grenze 49

untere Schranke 270

Untermenge 17

Untersumme 423

Utliste 476

Urnenmodell 454

Ursprungsgerade 275

Variable 15, 86

-, freie 86

-, gebundene 86

Varianz 499, 503

Variation 452, 458

—mit Wiederholung 458

- ohne Wiederholung 458
Variationskoeffizient 486

Vektor 561

—, Addition 565f.

—, Betrag 562

-, Multiplikation 568

-, Orientierung 561

—, Repréasentant 564

-, Richtung 561

-, Subtraktion 565 ff.

—, Vielfaches 568

—, Winkel 570

Vektoraddition 546
Vektorgleichung einer Geraden 579
vektorielle Beschreibung von Ebenen 584
vektorielle Darstellung komplexer Zahlen 544
Vektorparallelogramm 565
Vektorprodukt 576

Vereinigung 19

verkettete Funktion 320
Verschiebung 148

Versor 550

Verteilungsfunktion 496, 526

—, empirische 478
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Verteilungstafel 476

—, primédre 477, 482

-, sekundédre 477, 482
Vielfaches eines Vektors 568
Viereck 166

Vierfeldertafel 461
Vorzeichenregel 34

Wachstumskonstante 324
Wachstumstempo 350
Wahrheitswert 14
Wahrscheinlichkeit, bedingte 462
-, totale 463
Wahrscheinlichkeitsdichte 500, 519, 526
Wahrscheinlichkeitsverteilung 496
Wechselwinkel 146

Wendepunkt 391

Wertebereich einer Funktion W 263
Wertetabelle 265

Winkel 144

Winkel zwischen Vektoren 570
Wurzel 54

Wurzelexponent 51, 54
Wurzelfunktionen 295
Wurzelgleichung 91

Waurzelsatz von Vieta 96

Zahl, entgegengesetzte 29, 33
-, ganze 24

-, irrationale 25

-, natiirliche 23

-, rationale 24

— reelle 23,25

-, reziproke 33

-, Runden 31

—, Schreibweise 30

Zahlenfolge 341

—, alternierende 343

-, arithmetische 344

-, divergente 356

—, endliche 342f.

-, fallende 343, 348

-, geometrische 348

—, Glied einer 342

-, grafische Darstellung 342

-, Grenzwert einer 355

—, konstante 343

-, konvergente 356

-, rekursive Darstellung 343f., 348
-, streng monoton fallend 343f., 348
-, streng monoton wachsend 343f., 348
-, tabellarische Darstellung 342

-, unabhéngige Darstellung 342, 344, 348
-, unendliche 342f.

—, wachsende 343

-, Wortdarstellung 342
Zahlensystem 25
zentralsymmetrisch 300
zentrische Streckung 154
Zielfunktion 399

Ziffer 25

-, signifikante 30
Zinseszinsrechnung 352
Zinsrechnung 47
Zufallsexperiment 443
ZufallsgroBe 495, 503

—, diskrete 516

Zufallsversuch 443, 453
zweireihige Determinante 126
Zweiwertigkeit 14
zyklometrische Funktionen 310
Zylinder 190
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