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7.1 Grundlegende Begriffe
und Definitionen
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Das Konigsberger
Briickenproblem

Quelle:

www-groups.dcs.st-and.ac.uk/"history/HistTopics/Topology In_mathematics.html
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Das Konigsberger
Briickenproblem

Quelle: Leonard Euler, Opera Omnia, Series 1, Vol. 7, Seiten 1 — 10
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Die Briickenstruktur
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Routenplanung? Graphen!
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Routenplanung? Graphen!
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Definition

Ein ungerichteter Graph G(E, K) ist eine Menge E von Ecken und
eine Teilmenge K der Menge aller ungeordneter Paare aus E, die
Kanten.

Statt {u, v} € Kwird kurz uv € K geschrieben.

Ein Teilgraph T(E', K") des Graphen G(E, K) erfullt E' C E und
K" C K.
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Beispiel

?\ : {

Abbildung 1: Der Graph mit der Kantenmenge K = {ab, bc, bd, ce, de, df }
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Beispiel

1 2
Abbildung 2: Ein Graph mit E = {1,2,3,4} und K = {12,13, 14,24}
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Teilgraphen

?\ .d

a

.
*
*

C e
Abbildung 3: Teilgraphen des Graphen aus Abbildung 1
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Definition

Eine Kante uu mit u € E heifst Schlinge.

Existieren fiir zwei Ecken u und v sowohl uv als auch vu, dann
werden diese beiden Kanten parallel genannt.

Ein Graph ohne Schlingen und parallele Kanten heifst einfach.

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005 Graphentheorie
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Beispiel

Abbildung 4: Ein Graph mit parallelen Kanten und einer Schlinge
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Definition

Eine Ecke v heifst inzident mit einer Kante e, wenn v € e. Die
Menge aller mit der Ecke v inzidenten Kanten wird mit K(v)
bezeichnet.

Gilt fiir zwei Ecken u und v uv € K, sind sie adjazent oder
benachbart. Die Menge N (v) bezeichnet die Menge aller Nachbarn
der Ecke v, der Grad einer Ecke ist d(v) = |N(v)|, eine Ecke mit
Grad Null heifst isoliert.

Schlingen werden fiir den Grad einer Ecke doppelt gezahlt.
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Definition

Die Inzidenzabbildung eines Graphen G(E, K) ist eine Abbildung
¢ : K — E x E, die jeder Kante in K ihre beiden inzidenten Ecken

zuweist.
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Vollstindige Graphen

Ist jede Ecke eines Graphen mit jeder anderen Ecke benachbart,
dann heifst dieser Graph vollstindig.

Ein vollstandiger Graph mit n Ecken wird mit K, bezeichnet.
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Vollstindige Graphen

K>

K; Ky Ks

®
K1
Abbildung 5: Die vollstandigen Graphen Ky, K3, K3, K4 und Ks
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Definition

Zwei Graphen G(E, K) und G'(E’, K") sind isomorph, wenn es eine
bijektive Abbildung f : E — E’ gibt mituv € K < f(u)f(v) € K'.
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Satz

Fiir einen Graphen G(E, K) gilt S ,cg d(v) = 2|K].
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Satz

Jeder Graph hat eine gerade Anzahl von Ecken ungeraden
Grades.
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Definition

Ein Weg P, in einem Graphen G(E, K) besteht aus einer Folge
Ui, Uy, ..., Uy von verschiedenen Ecken mit u;u; 1 € K.

Die Linge des Weges ist die Anzahl n — 1 der Kanten. u heifst
Anfangsecke und u,, Endecke des Weges.

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005 Graphentheorie
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Definition

Ein Kreis C, ist ein Weg mit u,u1 € K. Die Lange des Kreises ist
die Anzahl n der Ecken.

Kreise und Wege sind einfach, wenn Ecken nicht doppelt darin
vorkommen.
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Definition

Ein Graph G(E, K) heif$t zusammenhingend, wenn fiir jedes Paar
(u,v) € E? ein Weg existiert, der als Anfangsecke u und als
Endecke v besitzt.

Ein unzusammenhidngender Graph zerfillt in seine
Zusammenhangskomponenten.

Eine Briicke ist eine Kante eines Graphen, die, wenn man sie
entfernt, die Anzahl dieser Zusammenhangskomponenten erhoht.
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Beispiel

Ao s b e o f
Abbildung 6: Ein zusammenhadngender Graph mit Briicke de
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Definition

Der Abstand d(u, v) zweier Ecken des Graphen G(E, K) ist die
Lange des kiirzesten Weges mit Anfangsecke 1 und Endecke v,

mit d(u, u) = 0.

Existiert kein Weg zwischen u und v, wird d(u,v) = oo gesetzt.

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005 Graphentheorie
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Eulergraphen

Ein Kreis in einem Graphen, der jede Kante des Graphen genau
einmal enthalt, wird Eulerkreis genannt.

Enthdlt ein Graph einen Eulerkreis, dann wird er Eulergraph

genannt.
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Hamiltongraphen

Ein Kreis in einem Graphen der Lange |E|, der alle Ecken genau
einmal besucht und in der Startecke endet, heifst Hamiltonkreis.

Ein Graph, der einen Hamiltonkreis enthalt, heifst Hamiltongraph.
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Beispiel

87 ?9
3 10 :2/~7
6
4 o5

Abbildung 7: Ein Eulergraph
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Satz

Ein zusammenhédngender Graph ist genau dann ein Eulergraph,
wenn jede seiner Ecken geraden Grad hat.
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Konstruktion eines
Eulerkreises

Schritt 1: Wadhlen Sie eine beliebige Ecke 1y des Graphen G aus.
Bilden Sie ausgehend von u( einen Kreis K, der wie-
der in uy endet. Markieren Sie jede der in diesem
Kreis enthaltenen Kanten als besucht.

Setzen Sie 1 = 0.
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Konstruktion eines
Eulerkreises

Schritt 2: Gibt es keine unbesuchten Kanten mehr, dann stop-
pen Sie. K; ist ein Eulerkreis.
Sonst suchen sie nach einer noch nicht besuchten
Kante k1 und der Ecke w;, die zu k1 inzident ist. Bilden
Sie ausgehend von w; einen Kreis und verschmelzen
Sie diesen Kreis K;; 1 mit K;, indem Sie K; an der Stelle
w; auftrennen und dort K;, 1 einfiigen.
Fiihren Sie Schritt 2 erneut aus.
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Beispiel

8.
3 e 10
4o 5
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Beispiel
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Beispiel

8.

3 10
6e

4 5
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Beispiel

g ¢ *9
3 1] :2/-7
6
4 ‘5
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Adjazenzmatrix

Fiir einen ungerichteten Graphen G(E, K) mit n Ecken uq, ..., uy,
und m Kanten kq, . . ., ky, ist die Adjazenzmatrix A = (a; ]—) eine

n X n-Matrix, deren Elemente a;; gleich der Anzahl der Kanten
zwischen der Ecke u#; und u; sind.
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Inzidenzmatrix

Die Inzidenzmatrix B = (b;;) ist die n X m-Matrix, deren
Matrixelemente b;; durch die Haufigkeit gegeben ist, mit der die
Ecke u; mit der Kante k; inzidiert.

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005 Graphentheorie - 37 -



Beispielgraph
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Adjazenzmatrix

a
k1 ko

b C

k| K ks
d k6 e

(s S S S S G o

—_ O O R

_ o O = O
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Inzidenzmatrix

a
k1 ko

b C

kel 53 ks B =
d k6 e

S O = O =

O O = = O

S = O = O

_ O = O O
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Adjazenzliste

Fiir jede Ecke wird in einer Adjazenzliste die Folge der Nachbarn
gespeichert.
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Adjazenzliste
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Definition

Ein gerichteter Graph GR(E, K) ist eine endliche Menge von Ecken
und eine Menge K C E? von geordneten Paaren von Ecken.

Die Elemente der Menge K heifden gerichtete Kanten, in der
gerichteten Kante k = (u,v) wird u = k= Anfangsecke und v = k™
Endecke von k genannt.
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Beispiel

$ =

Abbildung 8: Ein gerichteter Graph
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Definition

Der In-Grad einer Ecke v eines gerichteten Graphen GR(E, K) ist
die Machtigkeit d* (v) = |{k € K | kT = v}|.

Der Aus-Grad einer Ecke istd~(v) = [{k € K | k= = v}|.
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Definition

Ein gerichteter Weg ist eine Folge von verschiedenen Ecken
v1,07,...,0 mit (v;,0;,1) € K fiir jedes i.

Die Linge des Weges ist die Anzahl der gerichteten Kanten.
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Definition

Ein gerichteter Kreis ist ein gerichteter Weg mit v1 = vy.
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Azyklische Graphen

Ein gerichteter Graph GR(E, K) ist azyklisch, wenn er keinen
gerichteten Kreis enthalt.

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005 Graphentheorie

— 48 -



Inzidenzmatrizen und
gerichtete Graphen

Die Inzidenzmatrix eines gerichteten Graphen GR(E, K) mit den
n Ecken uq, ..., u; und den m gerichteten Kanten k1, .. ., ky, ist die

m x n-Matrix B = (b;;) mit

(1 fallsu; = ki,

bij=4q -1 fallsu; = k]-_,
0 falls U; g kk.

\
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Beispielgraph

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005

Graphentheorie

- 50 -



Inzidenzmatrix

S = O O
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7.2 Baume
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Definition

Ein zusammenhingender Graph T(E, K), der keine Kreise enthilt,
heifst Baum.

Ein Graph, dessen Zusammenhangskomponenenten jeweils
Baume sind, wird Wald genannt.
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Beispiel

® )

c @
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Satz

Jeder Baum T(E, K) mit |E| > 2 hat mindestens zwei Ecken mit
Grad 1.
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Beispiel
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Definition

Ein Baum mit einer ausgezeichneten Wurzel, dessen Ecken
hochstens 2 S6hne besitzen, heifst bindgrer Baum.

Ein bindrer Baum ist requlir, wenn es aufier der Wurzel, die Grad
2 hat, nur Ecken von Grad 1 oder 3 gibt.

Das Niveau einer Ecke v ist der Abstand zwischen v und der
Wurzel, das grofste auftretende Niveau heifst Hohe.
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Beispiel
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Satz

Die maximale Anzahl von Ecken eines bindren Baums auf dem
Niveau k ist 2%, fiir die Hohe H eines biniren Baums mit n Ecken
gilt

H>ld(n+1)—1.
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Satz

Ein reguldrer bindrer Baum hat eine ungerade Anzahl von Ecken.
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Definition

Ein Teilgraph T eines zusammenhéngenden Graphen G(E, K), der
ein Baum mit der gleichen Eckenmenge E ist, heifst aufspannender

Baum.
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Autfspannender Baum

L .

Abbildung 9: Ein Graph und ein darin enthaltener aufspannender Baum
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Satz

Jeder zusammenhidngende Graph enthélt einen aufspannenden
Baum.
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Satz

Fiir einen Graphen G(E, K) sind die folgenden Aussagen

dquivalent:
1. G ist ein Baum.

2. Fir zwei Ecken 1 und v aus G gibt es genau einen Weg mit
Anfangspunkt # und Endpunkt v.

3. G ist zusammenhingend und |K| = |E| — 1.
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Satz

Fiir einen Baum mit n = |E| > 2 gilt

S d(u) =2n-2.

uckE
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Satz

Ein regularer bindrer Baum mit n Ecken enthilt genau 41 Blitter.
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Prafix-Codes

e | 0

b | 11

c | 100
d | 1010
a | 1011

Abbildung 10: Ein bindrer Baum mit einem Préfix-Code fiir die fiinf Zei-
chen {a,b,c,d, e}
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Prafix-Codes

a | 00
b | 01
c | 10
d | 110
e | 111

Abbildung 11: Ein alternativer Préafix-Code fiir die Zeichen {a, b, c,d, e}
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Eine Haufigkeitsverteilung

Zeichen | Haufigkeit
a 51 %
b 20 %
C 8 %
d 15 %
e 6 %

Tabelle 1: Eine Haufigkeitsverteilung fiir die Zeichen {4, b, ¢, d, e}
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Optimale Prifix-Codes

51 20 29
20 15 13 PE O
awase 15 a A ;
a b c d e ¢ € c €

Abbildung 12: Die beiden ersten Schritte der Konstruktion eines optima-
len Prafix-Codes
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Huffman-Algorithmus

a |0

b | 10

c | 1110
d | 110
e | 1111

Abbildung 13: Das Endergebnis des Huffman-Algorithmus
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Baume und Matrizen

1 Ecke 1 2 3 4
2 Vorginger | 0 1 2 2
3 4

Abbildung 14: Ein Baum und seine Darstellung als Matrix
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7.3 Aufspannende Baume und
kiirzeste Wege
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Breitensuche

Schritt 1: Starten Sie mit einer beliebigen Ecke v, sie erhalt die
Nummer 1;
1 ist die aktuelle Ecke.
Setzen Sier = 1.
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Breitensuche

Schritt 2: Ist die aktuelle Ecke i und sind bereits die Nummern
1,...,r vergeben, dann stoppen Sie, falls r = n.
Andernfalls untersuchen Sie die noch nicht besuchten
Nachbarn der aktuellen Ecke und nennen sie sukzes-
siver + 1, r + 2 und so weiter.

Fligen Sie die dadurch gegebenen Kanten hinzu.
Existiert r 4 1 nicht, stoppen Sie,

G ist nicht zusammenhédngend. Sonst wird r + 1 zur
aktuellen Ecke und Schritt 2 beginnt erneut.
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Beispielgraph
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Aufgabe

Fihren Sie die Breitensuche durch, starten Sie mit Knoten a!
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Losung

o~

c®

=@

S
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Losung

a(1) b(5)

Abbildung 15: Das Ergebnis der Breitensuche mit Startknoten a4
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Das Ergebnis als Wurzel-Baum
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Satz

Fiir einen zusammenhdngenden Graphen G(E, K) liefert die
Breitensuche einen aufspannenden Baum.
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Tiefensuche

Schritt 1: Starten Sie mit einer beliebigen Ecke v, sie erhalt die
Nummer 1. Wdhlen Sie einen Nachbarn von 1 aus
und geben Sie diesem die Nummer 2. Fligen Sie die
Kante 12 hinzu.

Jetzt ist 2 die aktuelle Ecke und 1 die Vorgingerecke.
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Tiefensuche

Schritt 2: Ist die aktuelle Ecke i und sind bereits die Nummern
1,...,r vergeben, stoppen Sie, falls r = n. Andern-
falls suchen Sie einen noch nicht besuchten Nachbarn
von i und geben ihm die Nummer r + 1; fiigen Sie die
Kante i(r + 1) hinzu.

Jetzt ist die aktuelle Ecke r 4+ 1 und i die Vorgingerecke.
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Tiefensuche

Schritt 2: Gibt es keine unbesuchten Nachbarn von i mehr, ge-
hen Sie zur Vorgdngerecke von i, falls i > 1. Dies ist
jetzt die aktuelle Ecke, Schritt 2 wird wiederholt.

Ist i = 1 und sind alle Nachbarn besucht, dann ist G
nicht zusammenhédngend, der Algorithmus stoppt.
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Ergebnis der Tiefensuche

a(1) b(3)
Abbildung 16: Das Ergebnis der Tiefensuche mit Startknoten a
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Das Ergebnis als Wurzel-Baum

e

Abbildung 17: Der durch die Tiefensuche erzeugte Baum
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Definition

Gibt es zu der Kantenmenge K des Graphen G(E, K) eine
Funktion w : K — R, wird w Kantenbewertung und G(E, K, w)

bewerteter Graph genannt.
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Beispielgraph
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Definition

In einem zusammenhdngenden und bewerteten Graphen
G(E, K, w) heifst der aufspannende Baum T mit minimalem
Gewicht w(T) = Y yex (1) w(k) ein minimal aufspannender Baum.
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Aufspannende Baume

n=4

N AN KN
WX N
LXK
NTITX =2

Abbildung 18: Die aufspannenden Baume der Graphen K3, K3 und K4

I
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Kruskal-Algorithmus

Schritt 1: G(E, K) sei ein Graph mit |[K| =n, T =0,i = 0.

Schritt 2: Wahlen Sie unter den noch nicht besuchten Kanten
diejenige mit dem kleinsten Gewicht. Schliefst diese
einen Kreis in T, wird sie verworfen; sonst wird sie

zu T hinzugefiigt und i = i + 1 gesetzt.
Ist i = n — 1, stoppen Sie; wenn nicht, wird Schritt 2

wiederholt.
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Satz

Fiir einen zusammenhédngenden und bewerteten Graphen
G(E, K, w) mit n Ecken bestimmt der Kruskal-Algorithmus einen
minimal aufspannenden Baum T.
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Ergebnis
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Prim-Algorithmus

Schritt 1: G(E,K) sei ein Graph mit |[K| = n, T = 0,i = 0.
Waihlen Sie eine Kante mit minimalem Gewicht aus.

Schritt 2: Wahlen Sie unter den zu T inzidenten Kanten ei-
ne mit minimalem Gewicht aus, die keinen Kreis
schliefst. Fiigen Sie diese zu T hinzu; setzen Sie i =
14 1.
Ist i = n — 1, stoppen Sie; sonst wiederholen Sie
Schritt 2.
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Ein Netzwerkproblem

2000 € Kaiserslautern
1 000

Zweibriicken

Saarbriicken 800 €

1800 €
Pirmasens

2200 Ludwigshaten
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Dijkstra-Algorithmus

Schritt 1: Es ist uy; = u fir eine beliebige Ecke u, Ky = (), Eg =

{u}t,l(u) =0.
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Dijkstra-Algorithmus

Schritt 2: Angenommen, die Ecken E; = {ug,uq,...,u;} und
die Kanten K; = {ki,...,k;} wurden bisher berech-
net.

Ist i = n, stoppen Sie. Sonst bestimmen Sie fiir alle

Kanten k = vw mitv € E;,w € E \ E; die Zahl f (k) =

[(v) + w(k) und wihlen die Kante k' aus, fiir die f (k")

minimal ist.

Ist k' = v'w', setzen Sie u;, 1 = w', k; = k', E; =
Ei 1U{ui1}, K = Kiog Uik}, l(uz+1) = f(K').

Wlederholen Sie Schritt 2.
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Beispielgraph

o

b d
a
c e
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Aufgabe

b\sf i

Fiihren Sie den Dijkstra-Algorithmus fiir diesen Graphen durch!

Setzen Sie dabei alle Kantengewichte auf 1!
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Ergebnis

C d

e f
Abbildung 19: Der durch den Dijkstra-Algorithmus erzeugte spannende
Baum
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Satz

Fiir einen zusammenhédngenden und bewerteten Graphen
G(E, K, w) mit n Ecken und nicht negativen Gewichten w und
einer fest, aber beliebig gewdhlten Ecke u bestimmt der
Dijkstra-Algorithmus einen aufspannenden Baum T mit der
Eigenschatft, dass der eindeutige Weg von u nach v € E immer
minimale gewichtete Lange hat.
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Aufgabe

Bestimmen Sie alle kiirzesten Wege mit der Anfangsecke 4!

b 4 C

f 2 e
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Ergebnis

Abbildung 20: Kiirzeste Verbindungen mit dem Dijkstra-Algorithmus
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MST Heuristik

Schritt 1: Konstruieren Sie einen minimal aufspannenden
Baum T.

Schritt 2: Verdoppeln Sie alle Kanten in T, auf diese Weise er-
halten Sie einen Eulergraphen Tp. Wahlen Sie einen
Eulerkreis C in Tp aus.

Schritt 3: Durch Uberspringen von bereits durchlaufenen
Ecken erhalten Sie im Eulerkreis C einen Hamilton-

kreis H.
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Das Rheinland-Problem

Aachen  Bonn  Disseldorf  Frankfurt ~ Koln  Wuppertal
Aachen 91 80 259 70 121
Bonn 91 77 175 27 84
Disseldorf | 80 77 232 47 29
Frankfurt 259 175 232 189 236
Kln 70 27 47 189 55
Wuppertal | 121 84 29 236 55
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Das Rheinland-Problem
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Zwischenergebnisse

Schritt 1 Schritt 2 Schritt 3
D W D W D W
o—
A —oK A A K
o—
B F B F B F
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7.4 Planare Graphen und
Farbungen
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Definition

Ein Graph heifst planar, wenn er in der Ebene so dargestellt
werden kann, dass die Kanten sich nicht tiberkreuzen.
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Beispiel

Abbildung 21: Der K, als planarer Graph
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Definition

Die Darstellung eines planaren Graphen unterteilt die Ebene in
beschrankte Teilstiicke und ein unbegrenztes Stiick. Diese
Flachenstiicke werden Facetten genannt.
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Satz

Fiir einen planaren und zusammenhéngenden Graphen G(E, K)
gilt die Eulerformel

E] — K[ + |F| = 2.
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Beispiele
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Satz

Ein einfacher planarer Graph G mit mindestens 3 Ecken hat
hochstens 3|E| — 6 Kanten.
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Eine Landkarte

G

Abbildung 22: Eine Landkarte mit den Farben C = {Rot, Griin, Blau}
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Definition

Ist G(E, K) ein Graph und C eine endliche Menge, heif3t eine

Abbildung f : E — C Firbung, falls uv € K = f(u) # f(v) fir
alle Kanten von G erfillt ist.

Die chromatische Zahl x(G) ist die kleinste Machtigkeit |C|, die zur
Farbung von G benotigt wird.
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Satz

Jeder einfache planare Graph hat eine Ecke v mit d(v) < 5.
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Satz

Fiir jeden planaren Graphen G ist x(G) < 5.
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Eine Ecke mitd(v) = 5

- - -
vrl Yo _+z;|g

5
Op UC—:
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Beispiel

°
¢ &
Abbildung 23: Ein planarer Graph mit fiinf Farben
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Satz

Ist A der maximale Grad einer Ecke des Graphen G(E, K), dann
gilt x(G) <1+ A.
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Farbung eines Graphen

Schritt 1: Setzen Sie farbe = 0,1 =1und V1 <i<nf; =0.

Schritt 2: Ist i = n, dann stoppen Sie, alle Ecken des Graphen
sind gefdrbt. Sonst setzen Sie farbe = farbe +1 und
durchlaufen alle Ecken u; € E. Falls eine Ecke u; noch
nicht gefarbt wurde, und f (i) # —farbe, dann farben
Sie die Ecke u; mit der aktuellen Farbe: f (i) = farbe.
Fur alle Nachbarn u j der aktuellen Ecke, die noch
nicht gefarbt sind, wird f(j) = — farbe gesetzt.
Erhohen Sie i um 1 und wiederholen Sie Schritt 2.
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Aufgabe

~

e f

Bestimmen Sie eine Farbung fiir diesen Graphen!
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Ergebnis

Ecke | Farbe

a 1

a b
\ / ‘ !
P ) b 2
d 2
e f e 3
f 4
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Satz

Fiir jeden Graphen G mit chromatischer Zahl x(G) gibt es eine
Nummerierung der Ecken, sodass der gierige Algorithmus eine
Farbung mit x(G) Farben konstruiert.
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7. 5 Bipartite Graphen und
Matchings
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Beispiele

Abbildung 24: Zwei bipartite Graphen
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Definition

Ein Graph G(E, K) heifst bipartit, wenn es fiir E eine Partition aus
zwei Teilmengen S und T gibt, sodass jede Kante tiber eine Ecke
in S und eine in T verfiigt.

Ein vollstindiger bipartiter Graph Ky, , mit |S| = mund |T| = n
enthélt alle Kanten zwischen S und T.
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Satz

Ein Graph G(E, K) ist genau dann bipartit, wenn alle darin
enthaltenen Kreise eine gerade Lange aufweisen.
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Definition

Ist G(S U T, K) ein bipartiter Graph, dann heifit die Teilmenge
M C K ein Matching, wenn es keine Kanten aus M gibt, die
gemeinsame Ecken besitzen.

Ein Matching M wird gesiittigt genannt, wenn es kein Matching
M’ # M gibt mit M C M.

Ein Matching heif$t maximal, wenn es kein Matching M’ # M gibt
mit |M| < |M’|.
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Beispiel
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Gesattigtes Matching
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Maximales Matching
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Definition

Eine Ecke eines bipartiten Graphen G(S U T, K) mit einem
Matching M heifst frei beziiglich M, wenn sie mit keiner Kante aus
M inzident ist.

Ein Weg P heifst alternierend beziiglich M, wenn die Anfangsecke
frei ist beziiglich M und jede zweite Kante in M liegt.

Der alternierende Weg heifst vergriflernd tiir das Matching M,
wenn auch der Endpunkt des Wegs eine freie Ecke ist.
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Definition

Eine Teilmenge C C E der Ecken eines Graphen G(E, K) heift
Eckeniiberdeckung, wenn jede Kante des Graphen mit mindestens
einer Ecke aus C inzident ist.
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Satz

Die maximale Kantenanzahl eines Matchings in einem bipartiten
Graph G(S U T, K) und die minimale Anzahl von Ecken in einer
Eckentiiberdeckung stimmen tiberein.
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Maximales Matching und
Eckeniiberdeckung
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Satz

Ein bipartiter Graph G(S U T, K) enthélt genau dann ein Matching
von S, wenn fiir jede Eckenmenge A C S die Heiratsbedingung

IN(A)|[ = |A]

erfillt ist.
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Heiratsbedingung
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Alternierende Wege

Sso @
t
S1 0/.
ta
S» 0/.
® i
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Satz

Ein Matching M im bipartiten Graph G(S U T, K) hat maximale
Kantenzahl genau dann, wenn es keine alternierenden Wege
beztiglich M mit freien Endecken mehr gibt.
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Ungarischer Algorithmus

Schritt 1: Konstruieren sie fiir den bipartiten Graphen G(S U
T, K) mit |S| < |T| ein geséttigtes Matching M.
Schritt 2: Ist E(M) NS = S, dann ist das Matching maximal;
der Algorithmus stoppt.
Sonst wihlen Sie eine freie Ecke a € S\ E(M) und

setzen A = {a}, I = () und verwenden die Ecke a als
Wurzel des Wurzelbaums TR.
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Ungarischer Algorithmus

Schritt 3: Ist | = N(A), dann setzen Sie S = S\ {4} und gehen
wieder zu Schritt 2. Sonst wahlen Sieeiny € N(A) \ I

und eine Kante xy mit x € E(S) und gehen zu Schritt
4.

Schritt 4: Gibt es zur Ecke y eine inzidente Kante in M, dann
ist damit eine eindeutige Ecke z € E(S) gegeben mit
yz € M.SetzenSie A = AU{z}und I = U {y}.
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Ungarischer Algorithmus

Schritt 4: Erweitern Sie den Wurzelbaum TR durch die Ecken
y und z und die Kanten xy und yz. Gehen Sie mit
diesem neuen Wurzelbaum zu Schritt 3.
Gibt es zu y keine inzidente Kante in M, dann ist der
im Baum TR eindeutig bestimmte Weg von a4 nach y
ein vergrofsernder Weg.
Ersetzen Sie M durch das dadurch gegebene neue
Matching mit |M’| = |M| + 1 und gehen Sie zuriick
zu Schritt 2.
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Aufgabe

51 ® [
57 )
53 [ f3
54 @ ® £y

Fiihren Sie den Ungarischen Algorithmus fiir diesen Graphen
und die eingezeichnete Ausgangssituation durch!
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