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5.1 Lineare
Gleichungssysteme

X1+xp =3

—x1+x2 =1
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Geometrische Interpretation

AxZ
3 —
X =x1+1
2 i
17 Xo = —x1+3
I I —> X1
1 2 3
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Definition

Eine Gleichung der Form
a1xX1 +axxp + -+ - +apxy, = b

mit den Unbekannten x1, x5, ..., x, und den gegebenen reellen
Zahlen aq,ay, ..., a, und b heifst lineare Gleichung.

Die Zahlen aq, ay, . . . a, heifsen Koeffizienten.
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Definition

m lineare Gleichungen fiir n Unbekannte x1, x5, ..., x5

a11x1 +aip xp+ -+ apxn = by

werden lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n
Unbekannten genannt.
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Definition

Jedes Tupel (x1, x3,...,x,), das alle m lineare Gleichungen erfiillt,
heifst Losung des linearen Gleichungssystems.
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Definition

Eine m x n-Matrix A = (a;;) heifst obere Dreiecksmatrix, wenn fiir
die Elemente Vi > j a;; = 0 erfullt ist.

Eine m x n-Matrix A = (a;;) heifst untere Dreiecksmatrix, wenn fiir
die Elemente Vi < j a;; = 0 erfullt ist.
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Definition

A heifst Stufenmatrix mit der Stufenzahl r, wenn es Spaltenindices
k(1),k(2),...,k(r) gibt, sodass aj(1) # 0, ..., a. ) # 0ist und
a;; =0wenni < rund j < k(r) oder i > r und j beliebig sind.
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Gestatfelte
Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n
Unbekannten, dessen Koeffizienten eine obere Dreiecksmatrix

bilden, heifst gestaffeltes lineares Gleichungssystem.

Manfred Brill: , Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©2005 Lineare Gleichungssysteme und Determinanten - 9 -



Riuckwartssubstitution

Gestatfelte lineare Gleichungssysteme, deren Diagonalelemente
alle ungleich Null sind, werden sukzessiv durch
Riickwirtssubstitution gelOst:

1 1 .
x;j=— | b; — Z axxe |, i=nn—1,...,1.
Qi k=1+1

Treten bei der Ruickwartssubstitution freie Variable auf, werden

diesen Parameter zugewiesen und die Losung in Abhdngigkeit
von diesen Parametern angegeben.

Manfred Brill: , Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©2005 Lineare Gleichungssysteme und Determinanten — 10 -



Elementare
Zeilenumformungen

B Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile
der erweiterten Koeffizientenmatrix,

B Multiplikation einer Zeile mit einer reellen Zahl A # 0,

B Vertauschen von zwei Zeilen.
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Gaufs-Elimination

Schritt 1: Bestimmen Sie die am weitesten links stehende Spal-
te, die von Null verschiedene Werte enthilt.

Schritt 2: Ist die oberste Zahl der in Schritt 1 gefundenen Spal-
te eine Null, dann vertauschen Sie die erste Zeile mit
einer geeigneten anderen Zeile.

Schritt 3: Ist a das erste Element der in Schritt 1 gefundenen
Spalte, dann dividieren Sie die erste Zeile durch «,
um eine fiithrende Eins zu erzeugen.
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Gaufs-Elimination

Schritt 4: Addieren Sie passende Vielfache der ersten Zeile zu
den tibrigen Zeilen, um unterhalb der fiihrenden Eins
Nullen zu erzeugen.

Schritt 5: Wenden Sie die ersten vier Schritte auf den Teil der
Matrix an, der durch Streichen der ersten Zeile ent-
steht, und wiederholen Sie dieses Verfahren, bis die
erweiterte Koeffizientenmatrix eines gestaffelten Sy-
stems erhalten wird.
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Beispiel

1 -1 0 05 1-10 05
12 -100),,[01 -105
0 -1 2 —-11 0-1 2 —-11
0 0 -1 2 0 00 —1 2 0
1-10 05 1-10 05
01 -1 0 5 01 -1 05
—1o0 1 -16] 7 \loo0 1 =16
00 -1 2 0 00 0 1 6

Riickwirtssubstitution ergibt die Losung
x1=22,xp =17,x3 = 12 und x4 = 6.
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5.2 Die Matrixdarstellung der
Gaufs-Elimination
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Definition

Eine quadratische Matrix heifst Elementarmatrix, wenn sie durch
eine einzige Elementaroperation aus der Einheitsmatrix

hervorgeht.

Manfred Brill: , Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©2005 Lineare Gleichungssysteme und Determinanten — 16 -



Satz

Ist A eine beliebige m x n-Matrix und E eine Elementarmatrix,
dann ist EA gleich der Matrix, die durch Anwenden derselben
Elementaroperation auf A entsteht, die aus der Einheitsmatrix die
Elementarmatrix E macht.
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Satz

Jede Elementarmatrix ist invertierbar, ihre Inverse ist eine
Elementarmatrix.
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Satz

Fiir eine n X n-Matrix A sind die folgenden Aussagen dquivalent:
a) A ist invertierbar.

b) Das homogene lineare Gleichungssystem Ax = 0 hat nur die
triviale Losung x = 0.

c) A kann durch Elementaroperationen in die Einheitsmatrix
umgeformt werden.

d) A lasst sich als Produkt von Elementarmatrizen darstellen.
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Satz

Ein lineares Gleichungssystem hat entweder keine, genau eine
oder unendlich viele Losungen.
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Gaufs-Jordan-Algorithmus

Die Inverse einer invertierbaren Matrix A wird berechnet, in-
dem man eine Folge von Elementaroperationen bestimmt, die

A zur Einheitsmatrix umformt, und diese Folge auf I anwen-
det.
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Aufgabe

Bestimmen Sie die Inverse von

(1 2 3)

A=12 5 3
\1 0 8/

mit Hilfe des Gaufs-Jordan-Algorithmus!
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Satz

Jedes lineare Gleichungssystem Ax = b mit einer invertierbaren
Matrix A hat fiir jede rechte Seite b die eindeutig bestimmte
Loésung x = A~ !'b.
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Satz

Fiir eine n X n-Matrix A sind die folgenden Aussagen dquivalent:

a) A ist invertierbar.

b) Das homogene lineare Gleichungssystem Ax = 0 hat nur die
triviale Losung x = 0.

c) A kann durch Elementaroperationen in die Einheitsmatrix I,
tiberftihrt werden.

d) A lasst sich als Produkt von Elementarmatrizen darstellen.
e) Ax = b ist fiir jede rechte Seite b 16sbar.

f) Fiir alle rechten Seiten b hat das lineare Gleichungssystem
Ax = b genau eine Losung.
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5.3 Die LU-Zerlegung
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LU-Zerlegung

Ist A eine reguldre n x n-Matrix, die sich als Produkt A = LU
einer unteren n X n-Dreiecksmatrix und einer oberen

n X n-Dreiecksmatrix darstellen ldasst, dann kann das
Gleichungssystem Ax = b durch die folgenden Schritte aufgeldst
werden:

1. Definiere die nn x 1-Matrix y durch Ux =y.

2. Setze die Definition von y in das Gleichungssystem aus
Schritt 1 ein und 10se das gestatfelte Gleichungssystem
Ly = b nach y autf.

3. Setze y in Ux = y ein und 16se nach x auf.
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Satz

Ist A eine n x n-Matrix, fir die die Gaufs-Elimination ohne
Vertauschung von Zeilen durchgefiihrt werden kann.

Dann besitzt A die Faktorisierung A = LU, L ist eine untere

Dreiecksmatrix, U ist eine Stufenmatrix, deren Diagonalelemente
alle 1 sind.
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LU-Zerlegung ohne
Zeilenvertauschungen

Schritt 1: Reduzieren Sie A ohne Zeilenvertauschung auf Stu-
fenform U und speichern Sie die Multiplikatoren, die
die fithrenden Einsen und die Nullen unterhalb der
Diagonale erzeugen.

Schritt 2: Belegen Sie die Diagonale von L mit den Kehrwerten
der Multiplikatoren, die an der entsprechenden Posi-
tion in U eine fithrende Eins geliefert haben.
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LU-Zerlegung ohne
Zeilenvertauschungen

Schritt 3: Schreiben Sie unter die Hauptdiagonalen die negati-
ven Werte der Multiplikatoren, die zur Elimination
der entsprechenden Position in U benutzt wurden.

Manfred Brill: , Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©2005 Lineare Gleichungssysteme und Determinanten — 30 -



Satz

Ist A eine m X n-Matrix, die durch Gaufs-Elimination in

Stufenform tiberfiihrt werden kann, besitzt A die Faktorisierung
PA = LU.

Dabei ist L eine untere Dreiecksmatrix, U ist eine Stufenmatrix,
deren Diagonalelemente alle 1 sind.

P ist eine Matrix, die durch Zeilenvertauschungen aus I,
hervorgegangen ist.
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Auflosung bei LU-Zerlegung
mit Zeilenvertauschung

Schritt 1: Definieren Sie die n X 1-Matrix y durch Ux =y.

Schritt 2: Setzen Sie die Definition von y in das faktorisier-
te Gleichungssystem aus Schritt 1 ein und l6se das
gestatfelte Gleichungssystem Ly = Pb nach y auf.

Schritt 3: Setzen Sie y in Ux = y ein und l6sen Sie nach x auf.
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LU-Zerlegung

Mit Scheinskalierung und Spaltenpivotwahl

Schritt 1: Initialisieren Sie die Permutationsmatrix p mit p; = 1.

Schritt 2: Berechnen Sie die Zeilenldngen 37 ,|a;;| und spei-
chern Sie die Kehrwerte im Vektor d. Setzen Sie j = 1.
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LU-Zerlegung

Mit Scheinskalierung und Spaltenpivotwahl

Schritt 3: Bestimmen Sie das Pivotelement als [a;; =
maxd;|a;i|, i = j,...,n; falls |a;;,| < ey ist, brechen
Sie die Zerlegung ab; die Matrix A ist numerisch sin-
guldr.
Speichern Sie die Zeilenvertauschung in p: p; =
10, pi, = J- Uberschreiben Sie fiir allei = j+1,...,n

611]
p]P]

die Elemente 4;; mit
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LU-Zerlegung

Mit Scheinskalierung und Spaltenpivotwahl

Schritt 3: Fir alle k = j+1,...,n ersetzen Sie a;; durch a;;, —
Aip
“PiF

Schritt 4: Erhohen Sie j um 1 und wiederholen Sie Schritt 3, bis
j=n—1

élp].k.
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5.4 Determinanten
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Definition

Die 2 x 2-Determinante einer 2 X 2-Matrix A ist

det(A) m— — d11d22 — A12d971.
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Eigenschaften

W det(A) = det(Al).

M Durch Vertauschen der beiden Zeilen (oder Spalten) der
Matrix dndert die Determinante ihr Vorzeichen.

B Werden die Elemente einer beliebigen Zeile (oder Spalte)
einer 2 X 2-Matrix mit A € R multipliziert, dann multipliziert
sich ihre Determinante mit A.

B Fir die Matrix B, die aus A durch Addition eines Vielfachen

einer Zeile oder Spalte zu einer anderen hervorgeht, gilt
det(B) = det(A).
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Satz

Eine 2 x 2-Determinante ist null, wenn sie mindestens eine der
folgenden Bedingungen erfiillt:

B Alle Elemente einer Zeile (oder Spalte) sind 0.
M Beide Zeilen (oder Spalten) stimmen tiberein.

M Die Zeilen (oder Spalten) sind zueinander proportional,
durch Addition eines geeigneten Vielfachen der einen Zeile
(oder Spalte) zur anderen kann eine Nullzeile (oder
Nullspalte) erzeugt werden.
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Satz

Fiir zwei 2 X 2-Matrizen A und B gilt immer

det(AB) = det(A)det(B).

Die Determinante einer oberen 2 X 2-Dreiecksmatrix A hat den
Wert

det(A) = ai1a;.
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Satz

1
det(A)"

Fiir eine invertierbare Matrix A ist det(A_l) =
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Definition

Die Determinante einer 3 x 3-Matrix A ist die reelle Zahl

ar1 dpp (doz| = A11422433 + 12423431 + 413421432

— 13022031 — d110423432 — A12021433.
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Regel von Sarrus
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Definition

Die aus einer 3 X 3-Determinante D durch Streichen der i-ten
Zeile und j-ten Spalte entstehende 2 x 2-Determinante heifst
Unterdeterminante D;; von D.

Der Ausdruck

Aij = (=1)""1D;;
wird algebraisches Komplement des Elements 4;; in der
Determinante D genannt.
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Aufgabe

Tragen Sie die Vorzeichen der algebraischen Komplemente einer
3 X 3-Determinante ein!
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Algebraische Komplemente

Fiir die Vorzeichen der algebraischen Komplemente einer
3 X 3-Determinante gibt es 9 Moglichkeiten:

+ | = |+
__I__
+ | — |+
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Laplace’scher
Entwicklungssatz

Eine n x n-Determinante wird berechnet, indem man die
Elemente einer Zeile (oder Spalte) mit ihren algebraischen
Komplementen multipliziert und diese Produkte addiert. Die
Entwicklung nach der i-ten Zeile ist

n
det(A) = Z Lli]'Ai]',i = 1,2,. .. 1.
=1
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Laplace’scher
Entwicklungssatz

Die Entwicklung nach der j-ten Spalte:

n
det(A) — Z ai]-Ai]-,]' — 1,2,. .. 1.
=1
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Rechenregeln

B Der Wert einer Determinante dndert sich nicht, wenn Zeilen
oder Spalten miteinander vertauscht werden.

B Vertauscht man zwei Zeilen (oder Spalten), dann dndert sich
das Vorzeichen der Determinante.

B Multipliziert man die Elemente einer beliebigen Zeile (oder
Spalte) mit einer reellen Zahl A, dann wird die Determinante
mit A multipliziert.
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Rechenregeln

M EFine Determinante wird mit einer reellen Zahl A multipliziert,
indem man die Elemente einer beliebigen Zeile (oder Spalte)
mit A multipliziert.

M Besitzen die Elemente einer Zeile (oder Spalte) einen
gemeinsamen Faktor A, dann darf man diesen vor die
Determinante ziehen.
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Rechenregeln

M Eine n x n-Determinante ist gleich Null, wenn sie mindestens
eine der folgenden Bedingungen erfiillt:

— Alle Elemente einer Zeile (oder Spalte) sind Null; oder

— beide Zeilen (oder Spalten) stimmen tiberein; oder

— zwei Zeilen (oder Spalten) sind zueinander proportional.
B Der Wert einer Determinanten andert sich nicht, wenn man

zu einer Zeile (oder Spalte) ein beliebiges Vielfaches einer
anderen Zeile (oder Spalte) addiert.
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Rechenregeln

B Fiir zwei n X n-Matrizen A und B gilt immer

det(AB) = det(A)det(B).

B Die Determinante einer 1 X 1 oberen oder unteren
Dreiecksmatrix A ist das Produkt der
Hauptdiagonalelemente, det(A) = [, ai;.

B Fir eine invertierbare n x n-Matrix A ist det(A_l) = detl( A)’
1.

fiir die Einheitsmatrix I gilt immer det(I) =
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Satz

B Entsteht E aus I durch Multiplikation einer Zeile mit A, dann
ist det(E) = A.

B Entsteht E aus I durch Vertauschen zweier Zeilen, dann ist
det(E) = —1.

B Entsteht E durch Addition eines Vielfachen einer Zeile von I
zu einer anderen, dann ist det(E) = 1.
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Satz

Eine n X n-Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn
det(A) # 0

gilt.
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5.5 Eigenwerte und
Eigenvektoren einer Matrix
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Definition

Reelle Zahlen A, fiir die das homogene lineare Gleichungssystem
mit der quadratischen Koeffizientenmatrix A — Al nicht triviale
Losungen besitzt, heifsen charakteristische Werte oder Eigenwerte
von A.

Ist A ein Eigenwert von A, dann werden die nicht trivialen
Losungen des Gleichungssystems

(A—ADx=0

Eigenvektoren von A zum Eigenwert A genannt.
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Eigenvektoren

X — Ax = Ax
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Satz

Das lineare Gleichungssystem (A — Al)x = 0 hat nicht triviale

Losungen genau dann, wenn A eine Losung der charakteristischen
Gleichung det(A — AI) = 0 ist.
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Satz

Das charakteristische Polynom einer n X n-Matrix A hat die Form

(=) A" + g, A"+ g
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Satz

Ist A ein Figenwert der Matrix A mit Eigenvektor x und k € N,
dann ist AF ein Eigenwert der Matrix A* mit Eigenvektor x.
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Satz

Eine n X n-Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn A = 0 kein
Eigenwert von A ist.
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Definition

Zwein x n-Matrizen A und B werden dhnlich genannt, wenn es
eine invertierbare n X n-Matrix T gibt mit

B=T"1AT
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Satz

Sind zwei Matrizen A und B dhnlich, dann gilt det(A) = det(B).
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