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2. Auflage

Folien zum Kapitel 11
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11.1 Lineare Abbildungen

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005 Lineare Abbildungen



Definition

Eine Abbildung F : U — V zwischen den reellen Vektorraumen
U und V heifst linear, wenn fiir alle Vektoren x,y € Uund A € R

F(x+y) = F(x) + F(y)

und
F(Ax) = AF(x)

erfillt sind.
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Satz

F ist eine lineare Abbildung zwischen den Vektorrdumen U und
V. Dann gilt:

B F(0)=0,F(x—v) = F(x) — F(y).

B Fir linear abhédngige Vektoren xq, ..., x,; € U sind
F(x1),...,F(x;) € R(F) linear abhédngig.

B Fir linear unabhéngige Vektoren F(x1), ..., F(x;) € R(F)
sind x1,...,X; € U linear unabhdngig.

W Ist U’ C U ein Unterraum, dann auch F(U’) C R(F).
W dim(R(F)) <dim(U).
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Definition

Ist F eine lineare Abbildung, dann heifst die Dimension des
Unterraums R(F) Rang der linearen Abbildung.
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Satz

Eine lineare Abbildung F ist genau dann injektiv, wenn
Kern(F) = {0} ist.
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Definition

Zwei Vektorrdume U und V sind isomorph, wenn es eine bijektive
lineare Abbildung F : U — V gibt.

F heifst Isomorphismus.
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Satz

Sind U, V, W Vektorrdaumeund F: U — V,G: V — W lineare
Abildungen, dann ist auch die Verkettung G o F linear.

Fiir jeden linearen Isomorphismus F : U — V ist auch die inverse
Abbildung F~! linear und ein Isomorphismus.
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Satz

Sind U, V, W Vektorraumeund F: U —- V,G: V —- W
Isomorphismen, dann ist

(GoF)'=F1loGg™.
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Satz

Ist B= {xq,...,X,} eine Basis des Vektorraums U und

® : B — W eine beliebige Abbildung in einen Vektorraum V,
dannist F(v) = S A;®O(x;) eine Abbildung F: U — V.

Sie ist die einzige lineare Abbildung mit F(x;) = @ (x;).

Fiir diese Abbildung gilt R(F) = [®(x1),..., D (xy)].

F ist genau dann injektiv, wenn die Vektoren @ (x1), ..., ®(x;,)
linear unabhéngig sind.
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Satz

Jeder n-dimensionale reelle Vektorraum U ist isomorph zu R”.

Zwei endlich-dimensionale Vektorrdume U und V sind genau
dann isomorph, wenn dim(U) = dim(V) gilt.
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10.2 Lineare Abbildungen und
Matrizen
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Matrixdarstellung

Sind U und V Vektorraume mit Dimension n und m, gibt es eine
bijektive Zuordnung zwischen einer linearen Abbildung
T: U — V und einer m X n-Matrix A.

Dabei ist das Element 4;; der Basiskoeffizient des Bildes des j-ten
Basisvektors in U beztiglich des i-ten Basisvektors in V.
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Satz

F: U— Vund G: V — W sind lineare Abbildungen zwischen
Vektorraumen mit dim(U) = n, dim(V) = m,dim(W) =l und A
und B die darstellenden Matrizen.

Dann ist die darstellende Matrix C der Komposition G o F das
Matrixprodukt C = BA.
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Satz

Ist F: U — V ein linearer Isomorphismus zwischen den
n-dimensionalen Vektorraumen U und V mit darstellender
n X n-Matrix A.

Dann ist A reguldr und F~! hat die darstellende Matrix A~!.
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11.3 Affine Raume
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Definition

Ein affiner Raum besteht aus einer nichtleeren Menge V von
Punkten, einem Vektorraum V von Vektoren und einer Abbildung
+: V x V — V mit den folgenden Eigenschaften:

MyYyXeVX+0=X
BvVXeVuveV (X4+u)+v=X+(u+v);
BVX,YeVIdueVmitX4+u=Y.
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Definition

Ein Ausdruck der Form

bei dem k Punkte X; eines affinen Raums mit k Skalaren A; € R
multipliziert und dann addiert werden, heifst affine Kombination
oder baryzentrische Kombination, falls

erfiillt ist.
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Affine Kombinationen
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Homogene Koordinaten
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Abbildung 1: Die Ebene z = 1 als Modell der homogenen Koordinaten
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Definition

Eine Abbildung F : Ay — Aj zwischen den affinen Rdumen A1,
Aj heifst affine Abbildung, wenn das Bild einer affinen
Kombination mit der affinen Kombination der einzelnen
Bildpunkte tibereinstimmt:

F(Y Aixi) =% AiF(x;), y A = 1.
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Eine affine Abbildung
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Translation

0
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Skalierung
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Scherung
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Rotation
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Beliebige Rotationsachse
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Beliebige Rotationsachse

RXJ_
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Beliebige Rotationsachse

Die Rotation um den Winkel ¢ um die Rotationsachse n ist
gegeben durch

/ tnjzc +c tnyny —snz tnyn; + sny O\
tnyny -+ sn; tni +c tnyn; —sny 0

tnyn, —sn, tn,n, + sny tn? + c 0
Yy Y V4

\ 0 0 0 1/

mits = sin (¢),c = cos (¢) und t =1 — cos ().
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Ausgangsposition
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T(1,0)R(45°
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R(45%)T(1,0
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11.4 Das
Diagonalisierungsproblem
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Eigenvektoren

Ax = Ax
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Diagonalisierbare Matrizen
und Basistransformationen
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Definition

Zwein x n-Matrizen A und B werden dhnlich genannt, wenn es
eine invertierbare n X n-Matrix T gibt mit

B=T"1AT
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Definition

Eine n X n-Matrix A ist diagonalisierbar, wenn sie dhnlich zu einer
Diagonalmatrix ist.
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Satz

Eine n x n-Matrix A ist genau dann diagonalisierbar, wenn sie n
linear unabhéngige Eigenvektoren besitzt.
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Diagonalisierung einer
quadratischen Matrix

Schritt 1: Bestimmen Sie wenn mdoglich n linear unabhédngige
Eigenvektoren p1,..., pn von A.

Schritt 2: Bilden Sie die Matrix P, deren Spaltenvektoren die Ei-
genvektoren von A sind.

Schritt 3: Das Produkt P~ AP ist eine Diagonalmatrix mit den
Eigenwerten als Diagonalelementen, A; ist der Eigen-
wert zu p;.
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Satz

Ist die n X n-Matrix A durch eine orthogonale Matrix
diagonalisierbar, ist A symmetrisch.

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (©)2005 Lineare Abbildungen

- 40 -



Satz

Eine n X n-Matrix A ist genau dann durch eine orthogonale
Matrix diagonalisierbar, wenn es eine Orthonormalbasis des R”
gibt, die aus Eigenvektoren von A besteht.
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Satz

Die Eigenwerte einer symmetrischen Matrix A sind reell, die
Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.
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Diagonalisierung einer
symmetrischen Matrix

Schritt 1: Bestimmen Sie Basisvektoren fiir die Eigenrdume der
symmetrischen Matrix A.

Schritt 2: Berechnen Sie Orthonormalbasen dieser Eigenrdume
mit Hilfe des Gram-Schmidt’schen Orthogonalisie-
rungsverfahrens.

Schritt 3: Die Matrix P, deren Spaltenvektoren die orthonorma-
len Basisvektoren aus Schritt 2 sind, ist orthogonal
und diagonalisiert A.
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Satz

Die Eigenwerte der Matrix A A sind positiv.
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Singularwertzerlegung

Ist A eine m X n-Matrix mit Rang(A) = r, dann gibt es eine

orthogonale 1 X n-Matrix V und eine orthogonale m x m-Matrix
A _717(D

Umit A=U (KD V.

D ist eine Diagonalmatrix mit D = diag(\/t1, ..., /lUr),

up > Uy > --- > u > 0. Die Zahlen /uq, ..., \/H, heilsen
Singulirwerte von A.
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Singularwertzerlegung

\A A

\ xgwz zu d /Ud( R(A)
swz 7u b Nax—utay  —o | -

\ N(A)
Urbildraum {x|Ax = Db} Bildraum
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11.5 Kegelschnitte und
quadratische Formen
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Definition

Fiir eine symmetrische n x n-Matrix A heifst der Ausdruck

x! Ax

mit x € R" quadratische Form.
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X —ax-+2bxy—+cy-.
(x v) >4+ 2bxy+cy’
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Hyperbel
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Parabel

a=-1,b,c=0,f=0
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Allgemeiner Kegelschnitt

x!Ax+x'b+ f =0
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Gedrehte Ellipse
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Gedreht und verschoben
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Kegelschnittbestimmung

Bestimme D und R mit A = RDR!.

B Hat D zwei von null verschiedene Elemente gleichen
Vorzeichens, liegt eine Ellipse vor.

B Hat D zwei von null verschiedene Elemente mit
unterschiedlichen Vorzeichen, liegt eine Hyperbel vor.

B Hat D nur ein von null verschiedenes Element, dann liegt
eine Parabel vor.

M Ist D die Nullmatrix, dann liegt ein degenerierter
Kegelschnitt vor, der aus einer Geraden besteht.
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