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8.1 Gruppen
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Definition

Fiir eine Menge M heifst eine Abbildung f : M x M — M
algebraische Operation.

Statt f(x, y) wird x o y geschrieben.
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Definition

Eine algebraische Operation erfiillt das Assoziativgesetz tiir
Va,b,ce M (aob)oc=ao(boc).

Eine Menge M mit einer algebraischen Operation o, die das
Assoziativgesetz erfiillt, heilst Halbgruppe (M, o).
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Definition

Eine Halbgruppe (M, o) wird Gruppe genannt, wenn es ein
Element ¢ € M gibt mit

B Yac Maoe =a,und
BYacMIAaleMaoal=e

e heif3t neutrales Element, a—! das zu a inverse Element.

Hat M endlich viele Elemente, dann heifst G endliche Gruppe; | M|
ist die Ordnung der Gruppe.
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Die fiinften Einheitswurzeln
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Die fiinften Einheitswurzeln
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Satz

Ist G(M, o) eine Gruppe mit neutralem Element e, dann gilt fiir
allea € M:

[ a_loa:e,
W agoe=¢e¢0a=aq,
B (aob) '=bloal,

B die Gleichung a o x = b hat fiir alle a, b € M eine eindeutige
Losung x € M.

B ¢ und a~! sind eindeutig bestimmt, und (a=!)~! =g,
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Definition

Eine Gruppe (M, o) ist eine abelsche Gruppe, wenn die algebraische
Operation das Kommutativgesetz

Vabe M aob=boa

erfiillt.
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Satz

(Zy, \ {0}, ®) ist genau dann eine abelsche Gruppe, wenn #n eine
Primzahl ist.
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Definition

Ist G(M, o) eine Gruppe und ist U C M eine Teilmenge von M,
dann heif3st (U, o) eine Untergruppe von G, falls U das neutrale
Element in G enthdlt und

Vabe UaobeUVacUa el

erfiillt sind.
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Satz

Fiir eine Gruppe G = (M, o) bildet die Teilmenge U C M genau
dann eine Untergruppe, wenn Va,b € Uaob~! € U gilt.
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8.2 Homomorphismen
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Definition

Sind (Gq,0) und (G,, @) Gruppen und A : G; — Gy, dann heifst A
Homomorphismus, talls

Va,b € Gy Alaob) = A(a) e A(b)

erfillt ist.
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Satz

Ist A: G; — Gy ein Homomorphismus und sind e, e; die
jeweiligen neutralen Elemente, dann gilt

A(el) — €7

und
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Satz

Sind A: G; — Gy und B: G — Gz Homomorphismen, dann ist

auch die Komposition

BoA: G1—>G3

ein Homomorphismus.
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Definition

Ist A: G; — Gy ein Homomorphismus und ist e; das neutrale
Element in G,, dann heifst die Menge

Kern(A) ={x € Gy | A(x) = e}

der Kern von A.
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Satz

Fiir einen Homomorphismus A : G; — G; ist R(A) eine
Untergruppe von G, und Kern(A) eine Untergruppe von Gj.
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Satz

Ein Homomorphismus A : G; — Gj ist genau dann injektiv,
wenn Kern(A) = {e1 }.
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Definition

Ist der Homomorphismus A : G; — G, bijektiv, heifst er
[somorphismus.

Zwei Gruppen G1 und Gj sind isomorph, wenn zwischen ihnen ein
Isomorphismus existiert.
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Eine additive Gruppe

Tabelle 1: (Z4, D)

W N = O|P
W N = O] o
S W N R |-
_ O W NN
N —m O W[ Ww
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Eine multiplikative Gruppe

Tabelle 2: (Z5 \ {0}, ®)

B~ W N ~ | ¢
=~ W N = =
W = = NN
N B = W[ W
— N W | e
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Aufgabe

Sind die Gruppen auf den letzten beiden Folien isomorph?
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Losung

Die Abbildung A : Z4 — Zs mit

A0) =1, A(1) = 2, A(2)

ist ein Isomorphismus!
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Die Klein’sche Vierergruppe

o| 0 1 a b
0|0 1 a b
111 0 b a
ala b 0 1
b|b a 1 0
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N = O]
N = O o
S N = |-

_ O NN
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Die symmetrische Gruppe Ss

1 2 3 1 2 3
01 = , 02 =

1 2 3 2 3 1

3 1 2 1 2 3
03 = , 04 =

1 2 3 2 1 3

1 3 2 3 2 1
0"5: 10—6:

1 2 3 1 2 3
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Die symmetrische Gruppe Ss
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Isomorphie

Die Gruppe (Z3, ®) ist isomorph zu einer Untergruppe von Ss.

Die Isomorphie ist gegeben durch

A(O) — O"l,A(l) = O‘2,A(2) — 03.
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Isomorphie

Die Klein’sche Vierergruppe ist isomorph zu einer Untergruppe

von Sy.

Die Isomorphie ist gegeben durch

1
A = |
1
Aa) = ;

2
2

2
4

3
3

3
1

4

2 4
1 4 3|
2 3 4
3 2 1
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Satz

Jede endliche Gruppe der Ordnung 7 ist isomorph zu einer
Untergruppe von S;,.
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8.3 Ringe und Korper
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Definition

Eine Menge R mit zwei algebraischen Operationen ,+" und ,,-“
heif$t Ring (R, +, ), wenn (R, +) eine abelsche Gruppe, (R, -) eine
Halbgruppe ist und die Distributivgesetze

Va,bcec Ra-(b+c)=a-b+a-c,(a+b)-c=a-c+b-c

erfullt sind.

Besitzt der Ring ein neutrales Element 1 beziiglich der
Multiplikation, dann wird er Ring mit Einselement genannt.
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Satz

Ist (R, +, -) ein Ring, dann gelten die folgenden Rechenregeln:

WM YacRa-0=0-a=0,
WVabeR(—a)-b=—-a-b=a-(—b),und
(—

B VabeR(—a) - (—=b)=a-b.
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Definition

Ein Ring (K, +, -), fiir den (K, -) eine abelsche Gruppe ist, heifdt
Korper.

Dabei bildet das neutrale Element 0 beztiglich der Addition eine
Ausnahme, es besitzt kein inverses Element beztiglich der
Multiplikation.
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Aufgabe

Ist die Menge mit den beiden folgenden Verkniipfungstabellen
ein Korper?
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Eine Multiplikation

0 1 a b
0|0 0 0 O
110 1 a b
a |0 a b 1
b1 0 b 1 a
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Eine Addition

+10 1 a b
010 1 a b
111 0 b a
a |la b 0 1
b |b a 1 0
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Losung

Die Menge {0, 1,4, b} wird mit den auf den Folien definierten
Operationen ein endlicher Korper!
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Satz

In einem Korper gilta-b =0=a=0V b = 0.
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8.4 Polynome und
Polynomringe
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Definition

Ist K ein Korper und sind ag, - - - , 4, € K, dann heifst der
Ausdruck

n .
p(x) =ap-x"+---F+a1-x+ag= ) a;x
i=0

Polynom tiber K mit den Koeffizienten ag, - - - , a, in der Unbestimmten
X.

Die Zahl deg(p) = n heifst Grad des Polynoms, vom englischen
Begriff ,,degree”.
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Horner-Schema

Schritt 1: Gegeben sei das Polynom p(x) = a,x" + - --a1x + ag
und eine Auswertestelle x € K.

Schritt 2: Berechnen Sie die Zahlen ¢,, = a,, ¢; = ¢j 1 - x + a; flir
i=n-—1,...,0.
Dann ist p(x) = cy.
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Polynomaddition

Schritt 1: Gleichen Sie den Grad der Polynome p mit den Ko-
effizienten a;,i = 0,...,deg(p) und g mit den Koeffi-
zienten b;,i = 0,...,deg(q) an, falls deg(p) # deg(q)
gilt.

Schritt 2: Das Polynom s = p + g hat die Koeffizienten

s;=a;+b;,i=0,..., max (deg(p),deg(q)).
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Polynommultiplikation

Das Produkt der Polynome p mit den Koeffizienten a;,i =
0,...,n und g mit den Koeffizienten b;,1 = 0, ..., m berechnet
sich als

n o om n—+m
() =3 a3 b = 5 (zabz ])

Dabei werden Koeffizienten a; mit i > deg(p) und b; mit i >
deg(q) null gesetzt.
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Satz

Ein Polynomring hat keine Nullteiler.
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Satz

Sind p, g € Polg|x], g # 0, dann gibt es eindeutig bestimmte
Polynome s, r € Polg|x| mit p =g -s+rund deg(r) < deg(q).
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Polynomdivision

Schritt 1: Berechnen Sie fiir die Polynome p mit den Koetfizi-
enten a;,1 = 0,...,n und g mit den Koeffizienten
b;,,i=0,..., mmith, #0furi=n—m,...,0

A +i
b

S; = ,a]-:a]-—si-b]-_i,]':i,...,m+i—1.

Schritt 2: Das Polynom s hat die Koeffizienten s;, r ist gegeben
durch die Koeffizienten ag, ..., a,,_1.
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Polynomdivision

(x* —2x> +0x +3x—1): (x> +2x —3) =
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Polynomdivision

( x* —2x% 4+0x +3x —1)
x* 42x3  —3x?
—4x3 4+3x? 4+3x -1
—4x3  —8x? +12«x
11x> —9x —1
11x*> +22x —33
—31x +32

(x? 4+ 2x —3) = x? —4x + 11
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Definition

Ein Element eines Korpers k € K heifst Nullstelle des Polynoms
Polk|x], wenn

p(k) =0
gilt.
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Satz

Fiir ein Polynom p € Polg|x] tiber einem Korper ist k € K genau
dann eine Nullstelle, wenn p ohne Rest durch den Linearfaktor
x — k teilbar ist.
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Satz

Fiir ein Polynom p € Polg|x| mit den Nullstellen kq, k», - - - ,k, € K
existiert die Linearfaktorzerlequng des Polynoms p:

p(x) = c(x — ki)™ (x —kp)"™ - - (x = k)™
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Satz

Jedes Polynom p € Polg|x] tiber einem Korper K hat hochstens n
Nullstellen.
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8.5 Boolesche Algebren
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Definition

Eine Menge B mit zwei ausgezeichneten Elementen 0 und 1, zwei
algebraischen Operationen B, [] und einer undren Verkniipfung
ist eine Booleesche Algebra, wenn fiir x, y, z € B die folgenden
Eigenschaften erfiillt sind:

W xBHOO=x x[1 = x;

W xH~x=1,xLI~x=0;

B (xBy)BHz=xBH(yHBz), (xHy)Hz=xE(yHz),

B xBHy=yHx xHy=yllx,

B xH(yHz)=xBy) O((xHBz),xH(yHz) =xHyBxHz.
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Boolsche Algebren

\x heifst komplementiires Element.

Die Elemente 0 und 1 werden Einheiten genannt.
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Satz

In einer Booleschen Algebra B sind die Operatoren 85 und L]
idempotent:

VxeBxHx =x=x[]x.

Fiir die Einheiten gilt

VxeBxH1=1,x10=0.
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Satz

In einer Booleschen Algebra B gelten die Absorptionsgesetze:

Vx,yeBxH(xHBy) =x,
Vx,ye BxHxLy = x.
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Satz

In einer Booleschen Algebra B gelten die De Morgan’schen Regeln:

Vx,yeB ~ (xHy) =~x\y,
Vx,yeB \ (xHy) = ~xH\v.
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Satz

Fiir eine Boolesche Algebra B definiert x < y & x[Jy = x eine
Teilordnung.

Dartiber hinaus gilt

xHy =inf{x, y},
xHy =sup{x, y}.
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Satz

Jede Boolesche Algebra B mit |B| = n ist isomorph zu P(M) fiir
eine Menge M mit |M| = n.
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